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Resumo

Este trabalho é o resultado de uma pesquisa sobre a reta de Euler e a circunferén-
cia dos nove pontos. Foi utilizado o software geogebra para ilustrar as construcoes
geométricas e apresentar algumas atividades praticas para o estudo dos pontos notéa-
veis do tridngulo, da reta de Euler e da circunferéncia dos nove pontos aos estudantes
do Ensino Médio. Todavia, o trabalho se baseou nas demonstracoes, com o uso da
Algebra Moderna e da Algebra Linear, da existéncia e das propriedades do objeto
desta pesquisa, sobretudo da propriedade universal dos pontos no plano, fundamen-
tal nestas demonstragoes.

Palavras-chave: Geometria, Algebra Linear, Geogebra, Pontos Notéaveis no Tri-
angulo, Reta de Fuler, Circunferéncia dos Nove Pontos.



Abstract

This work is the result of a research on the Euler line and the circumference of the
nine points. The software geogebra was used to illustrate geometric constructions
and present some practical activities for the study of notable points of the trian-
gle, the Euler line and the circumference of the nine points to high school students.
However, the work was based on the proof, with the use of Modern Algebra and
Linear Algebra, the existence and properties of the object of this research, especially
the universal property of points in the plane, critical in these demonstrations.

Keywords: Geometry, Linear Algebra, Geogebra, Notable Points of a Triangle,
Euler Line, Nine-points Circle.
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Introducao

Como o proprio nome sugere, a Geometria, do grego Geo(terra), metria(medida),
apresenta-se como ramo da Matemética tutil para resolver questoes do cotidiano como
medir porcoes de terras entre infinitas outras aplicagoes. Uma intervencao pedago-
gica que apresentasse ao estudante de forma pratica a Geometria que fascinou e
até divertiu nossos precursores da Grécia antiga foi o que nos motivou a escolher
a Reta de Fuller e a Circunferéncia de Nove Pontos como o tema desse trabalho,
apesar de nao ter algum conhecimento prévio, o que nos forgou a pesquisar muito.
Neste periodo pudemos valorizar uma ferramenta pedagogica muito util que foi nos
apresentada quando cursavamos a disciplina MA36 - Recursos Computacionais no
Ensino de Matematica - a Geometria Dinamica. Nesta, conhecemos de forma mais
profunda, o software livre Geogebra que nos ajudou na visualizacdo geométrica de
tudo que famos conhecendo.

Apos algumas construgoes da Reta de Euler com auxilio do software, passamos
a desenvolver a Circunferéncia dos Nove Pontos e algumas de suas propriedades.
Posteriormente, diante de um artigo que apresentava a Conica dos nove pontos, as
construcoes dinamicas nos atraiam mais ainda e surgiu uma pergunta, por que a
Matematica do Ensino Bésico priva seus estudantes de conhecer estas maravilhas
oferecerecendo uma Geometria burocratica e superficial, limitando-se a apresentar
o conhecimento dos pontos Notaveis do Triangulo, o baricentro, o circuncentro, o
incentro e o ortocentro, que, na nossa pratica, nao servia para nada, ja que se sabe
a importancia do baricentro na determinacao do ponto de centro de massa do tri-
angulo, do circuncentro que é o ponto central da circunferéncia que circunscreve o
triangulo e do incentro, que é o centro da circunferéncia inscrita no triangulo e nao
havia, até entao, uma utilizacao para o ortocentro, quando descobrimos que este é de
grande importancia no encontro do ponto central da Circunferéncia dos Nove Pontos.

Todavia, ao conhecer o artigo A Reta de Euler e a Circunferéncia de Nove Pon-
tos, dos autores Rojas e Mendoza, veja [20], pude ter um novo olhar que, até entao,
nao havia experimentado, a utilizagao da algebra e seus conceitos para determi-
nar e provar a existéncia de cada ponto notével do triangulo, a colinearidade do
baricentro, circuncentro e ortocentro, que definem uma reta, a reta de Euler e a
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circunferéncia dos nove Pontos, sendo essa obra a base do nosso trabalho. Por outro
lado, utilizamos os conceitos apresentados nesse artigo junto ao de outros autores
para ilustrarmos a ideia de Vetor, tao esquecida na educacgao bésica e tao torturante
para aqueles estudantes a quem sao apresentados os conceitos iniciais da Mecanica
Classica tao bruscamente no inicio do primeiro ano do Ensino Médio.

Dedicamos o capitulo 2 para apresentacao das definicoes, teoremas e proposicoes
que serao uteis no objetivo desse trabalho, que é, demonstrar as propriedades e exis-
téncias dos pontos notaveis, reta de Euler e circunferéncia dos nove pontos, sobre a
Otica da algebra, que serao apresentadas no capitulo 3.

No capitulo inicial, faremos um breve recorte historico das descobertas estudadas
nesse trabalho e com o auxilio da Geometria Dinamica como ferramenta didatico-
pedagogica, apresentaremos alguns conceitos e construcoes geométricas que preten-
dem ilustrar e facilitar o processo Ensino-aprendizagem, sobretudo do estudante do
Ensino Médio, de elementos da geometria plana e Analitica.



Capitulo 1

A Geometria Dinamica na
Construcao dos Elementos da
Circunferéncia dos Nove Pontos

Apresentaremos, inicialmente, os elementos geométricos de grande importancia
na construcao de duas maravilhosas descobertas da geometria: a reta de Euler e
a circunferéncia dos nove pontos. Iniciaremos com um comentario histérico sobre
essas descobertas, seus descobridores e o fértil momento que viveu a comunidade
matematica, sobretudo os geémetras, no século XIX.

1.1 Recortes Historicos das Descobertas Geométri-
cas do Século XIX

1.1.1 As "pré-descobertas'"de Euler no final do século XVIII

Um dos mais fascinantes elementos da geometria Euclidiana é, sem duvida, o tri-
angulo. Essa figura geométrica que é tao atil para enrijecer as construcoes, definir
regioes planas, oferecer relagoes trigonométricas, entre iniimeras outras aplicagoes
praticas no cotidiano pés-moderno como no funcionamento do GPS!, por exemplo,
é conhecido bem antes dos Elementos de Euclides®. Seus pontos notaveis® tam-
bém sao conhecidos ha alguns séculos antes da nossa era, porém, de acordo com o

1O Global Positioning System, em portugués, Sistema de posicionamento global.

2coletanea de 13 volumes escrita pelo matemético Euclides de Alexandria (360a.c.- 295 a.c.)
que se tornou a base para a chamada geometria euclidiana por volta de 300 anos antes da era
vigente.

3Pontos de intersec¢ao de cevianas (segmentos de reta notaveis do triangulo). Os mais utilizados
sé0 o baricentro, o incentro, o circuncentro e o ortocentro (mais detalhes na subsecdo 1.2.1, pagina
5).



Recortes Histéricos das Descobertas Geométricas do século XIX CApPITULO 1

autor [13] até o século XVII, ndo encontramos algum registro de novas descobertas
relevantes e estudos sobre a geometria do triangulo até o teorema de Ceva® em 1678.

O estudo das cevianas e dos pontos notaveis pela interseccao delas definidas,
sao apresentados aos estudantes ainda na educagao basica de forma mecanica e em
muitos casos como mera curiosidade, fazendo com que o educando nao sinta a menor
atracao nem simpatia por esse assunto. Em seus momentos rarissimos de pratica
pedagogica, alguns educadores recorrem a construcao geométrica com régua e com-
passo para ilustrar esses belissimos elementos que trazem para alguns discipulos
alguma alegria quando véem a exatidao dessa construcao.

Esse método geométrico de construir os pontos notaveis do triangulo despertou
em Euler® algumas curiosidades como a brilhante observacido de que os pontos ba-
ricentro, circuncentro e ortocentro sao colineares, independentemente do triangulo.
Denominamos esta reta que contém esses pontos notaveis, em sua homenagem, de
Reta de Euler. De acordo, novamente, com o autor |[13], a demonstragdo desse
teorema foi analitica, o que nos leva a crer que deve ter construido uma grande
quantidade de triangulos diferentes até encontrar a lei.

Essas descobertas so ratificam quao brilhante era a mente desse verdadeiro génio
da Matematica, pois, chegou a conclusao de intimeros trabalhos sem uma ferramenta
tecnologica imprescindivel nos estudos atuais como, por exemplo, um computador
munido com um programa de Geometria Dinamica.

1.1.2 Século XIX: A re-descoberta da geometria

Nao ha davidas que os trabalhos geométricos de Euler impulsionaram sobrema-
neira os estudos mais aprofundados no inicio do século XIX. A primeira demonstra-
¢ao sintética das descobertas de Euler s6 veio em 1803 com Carnot®, que inaugurou
assim uma verdadeira corrida aos novos conhecimento da geometria do triangulo,

“Proposto pelo matematico italiano Giovanni Ceva (1647-1734), conforme o autor [11], na pé-
gina 32, este teorema afirma que as cevianas (segmentos de reta que ligam os vértices de um
tridingulo a um ponto do lado oposto a ele, que tem o seu nome em homenagem ao préprio Gi-
ovanni Ceva) geradas pelos vértices de um tidngulo A, B, C e pelos pontos dos lados opostos
D, E, F, respectivamente, sdo concorrentes se BD - CE - AF = FB-DC - EA.

®0 matemético Leonhard Euler (1707-1783) nasceu na suica, na Basiléia e segundo o autor
[9], foi talvez o homem que mais calculou e escreveu em toda a histéria da humanidade. E o
responsavel por intmeras contribuicdes na Algebra, Aritmética, Geometria e Fisica que até hoje
sdo ferramentas poderosas nesses ramos do conhecimento.

6Lazare Micolas Marguerite Carnot (1753-1823), matematico e fisico, demonstrou a existéncia
da reta de Euler no seu trabalho Geometria de Position.
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que até entao, pareciam concluidos pelos gregos.

Segundo [6], mais um ponto pertencente a reta de Euler foi encontrado por Pon-
celet” e Brianchon® em um artigo publicado em conjunto, intitulado Recherches sur
la détermination d’une hyperbole équilatére, nos Annales de Gergonne de 1820-1821
(veja |7]). Trata-se do centro de uma circunferéncia a qual pertencem os trés pontos
médios dos lados, os trés pontos chamados de pé de altura® de um triangulo e seus
trés pontos'® de Euler. Esse teorema é mais conhecido como teorema da circunfe-
réncia dos nove pontos mas também recebe o nome de alguns dos seus idealizadores
como circulo de Euler!!, circulo de Poncelet, circulo de Brianchon ou circulo de
Feuerbach!?, entre esses, ¢ mais comum encontrarmos os créditos dados, equivoca-
damente, ao tltimo. Segundo o autor [6], novamente, isso se deve ao fato de ter
produzido uma pequena monografia independente dos estudos de Poncelet e Brian-
chon no ano de 1822, com uma demonstracao da circunferéncia dos nove pontos.

Feuerbach, nesse mesmo trabalho, apresentou também importantes descobertas
sobre a circunferéncia dos nove pontos, entre as quais, destaca-se a demonstracao de
que esta é tangente as trés circunferéncias ex-inscritas'® do mesmo triangulo. Este
teorema é, para muitos, um dos mais belos teorema da geometria pos-Euclides.

1.1.3 Um belo desfeche para um século brilhante

Na segunda metade do século XIX, uma grande quantidade de trabalhos foram
publicados, impulsionados por essas descobertas que abriram novamente o campo da
pesquisa na geometria. Na sua tltima década, segundo o autor [11], alguns textos?

"Jean Victor Poncelet (1788-1867) foi um matematico francés que se destacou principalmente
no estudo da Geometria Projetiva.

8Charles-Julien Brianchon (1783-1864) foi um matematico francés contemporéneo de Poncelet.

9Ponto de menor distancia entre o vértice de um triangulo e o seu lado oposto. Ver secio 3.4,
pagina 50.

19Ponto médio do segmento definido por um vértice de um tridngulo e o ortocentro desse trian-
gulo. Ver a subsecao 3.6.1, na pagina 53.

"1 Como Euler havia descoberto que a circunferéncia passava pelos pontos médios e os pés das
alturas, restava apenas descobrir que passava também pelos pontos médios entre o ortocentro e o
vértice de um tridngulo, por isso, em sua homenagem, sao dados a ele os nomes desses pontos e
até da circunferéncia dos nove pontos.

12Karl Wilhelm Feuerbach (1800-1834), matematico alemao que contribuiu bastante com a geo-
metria, mesmo com seu breve tempo de vida.

BCircunferéncia cujo centro é a intersecgio das bissetrizes dos angulos externos do triangulo e
¢é tangente ao mesmo.

14Sua afirmacdo se baseou nos escritos de Jonh Wellesley Russel, no seu livro Pure Geometry,
[26].
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de Geometria projetiva apresentaram uma descoberta fascinante: a conica dos nove
pontos, que, a exemplo da circunferéncia dos nove pontos, contém os pontos médios
do triangulo, porém, em lugar dos pés de altura e dos pontos de Euler, sao utilizados
outros pontos que sao gerados por um ponto qualquer pertencente a reta de Euler
que, com um dos vértices, define o ponto médio entre eles e o ponto de interseccao
entre o lado oposto e a reta que contém esse ponto e um dos vértice, completando,
assim, os nove pontos.

A variacao desse ponto na reta de Euler apresenta varias formas de conicas como
hipérboles, elipses e até parabolas, que nos faz deduzir que se esse ponto flutua, pode
coincidir com o ortocentro e, como sabemos, construiremos, assim, a circunferéncia
dos nove pontos, que nada mais é que uma forma especial de Conica dos Nove Pontos.

Todavia, a beleza plastica dessa descoberta, que, segundo esse autor, até meados
do século XX foi material obrigatério nas selecoes para o doutoramento em Matema-
tica de Universidades como Oxford e Cambridge, foi esquecida e negligenciada pelas
Instituicoes de Ensino Superior a ponto de, em 2002, esse autor descobrir de forma
analitica, a Conica dos Nove Pontos e s6 depois de uma busca intensa, perceber que
essa descoberta ja havia sido publicada h& mais de um século.

1.2 Construcao da Circunferéncia dos Nove Pontos
no Geogebra

No ensino dos pontos notaveis do triangulo!®, é comum encontrarmos nos livros
didéticos e na pratica docente de parte dos professores, uma apresentacao mecanica
desses pontos. E certo que, enriquecido com uma grande quantidade de ilustracdes,
para aqueles estudantes que ja despertaram o desejo pela descoberta na matematica,
a teoria da construcao desses pontos, as cevianas, as curiosidades e suas utilizacoes
sao absorvidas, contudo, o aluno nao constroi seus proprios conhecimentos. Mesmo
quando os educadores recorrem a constru¢ao geométrica com régua e compasso, nao
da para trabalhar "dinamicamente"com essas construgoes pois, torna-se inviavel a
reproducao de intimeras situacoes diferentes com essas ferramentas.

No nosso trabalho, escolhemos um dos muitos programas gratuitos, ou software
livres, o Geogebra, cuja plataforma ilustra as figuras desse trabalho. Segundo sua
péagina virtual’®, é um software de matematica dinamica gratuito e multi-plataforma
para todos os niveis de ensino, que combina geometria, algebra, tabelas, graficos,

15Contetido geralmente trabalhado no Ensino Fundamental e aprofundado no Ensino Médio.
16Pode ser baixado gratuitamente no endereco eletrénico www.geogebra.org.



Construcdo da Circunferéncia dos Nove Pontos no Geogebra CAprITULO 1

estatistica e calculo em um tnico sistema.

1.2.1 Os pontos notaveis do triangulo
A construcao do baricentro

Também conhecida como centréide, é talvez, o ponto mais utilizado de forma
pratica no nosso cotidiano, sobre tudo na construcao civil, jA que este ponto é o cen-
tro de massa do triangulo. Neste trabalho, representaremos o baricentro por G'.
Esse ponto é encontrado tracando-se as medianas'® correspondentes a cada vértice
e encontrando o seu ponto de interseccao que é G.

Na utilizacao do Geogebra, o professor pode, inicialmente, levantar questiona-
mentos sobre como encontrar esse ponto médio. E claro que o programa traz consigo
essa ferramenta que, bastando escolher os dois pontos, apresenta o seu ponto médio.
Porém, a sugestao de problemas que requisitem o raciocinio geométrico ao aluno,
solidificara esses conhecimentos trazendo seguranca e satisfagao.

A reproducao dos passos da construcao com régua e compasso é uma boa ativi-
dade, ilustrada na figura 1.1, que, nesse caso reproduz a construgao do ponto médio
de um triangulo.

Figura 1.1: Ilustracao da construcao do ponto médio de um dos lados do triangulo
ABC.

Um fato curioso que também pode ser levantado é que, ao contrario de alguns

TG de centro gravitacional, ja que em caso de gravidade constante e um corpo homogéneo, o
centro de massa se confundi com o centro gravitacional.
18Retas que passam por um vértice de um triangulo e pelo ponto médio do seu lado oposto.
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poligonos nao-convexos'®, o baricentro do tridngulo é interno. Essa informacao

pode ser verificado no programa. Outra propriedade que pode ser verificada, é
que G divide qualquer uma das medianas em duas partes proporcionais tais que o
segmento entre GG e o vértice é o dobro da outra parte, como ilustra a figura 1.2.

Figura 1.2: Segmento CG = 2GM¢.

A construcao do incentro

O incentro é o ponto equidistante aos seus lados de um triangulo, ou seja, é o
centro da circunferéncia que inscreve esse tridngulo. A construcao que nos faz en-
contrar esse ponto é bastante interessante pois podemos trabalhar varios conceitos
como lugar geométrico, bissetriz?’ e distancia entre uma reta a um ponto.

Sabe-se que a bissetriz, além de ser a que divide um angulo em dois angulos
congruentes, também é o lugar geométrico dos pontos equidistantes a duas retas.
Inicialmente, o conceito de distancia entre um ponto e uma reta pode ser apresentado
e trabalhado com os estudantes, que dard seguranca para os mesmos utilizarem a
ferramenta '"reta perpendicular". Para reproduzir o lugar geométrico dos pontos
supracitados, como sugestao, faremos essa demonstracao da construcao de forma
intuitiva e dindmica. Apresentaremos, excepcionalmente, neste exemplo, 0os passos
abaixo que estao ilustradas na figura 1.3:

1. Acione a ferramenta "controle deslizante"e fixe seus limites entre 0 e 10;

19Chamamos de nao-convexo o poligono que apresenta vértices nos dois semi-planos definidos
pela reta que contém algum dos lados.

20F a reta que passa por um vértice do tridangulo dividindo o angulo interno gerado pelos lados
adjacentes a esse vértice em dois angulos iguais. Podemos dizer também que, dadas duas retas
concorrentes, a bissetriz é o lugar geométrico equidistante a essas retas.
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Figura 1.3: Lugar geométrico dos pontos equidistantes aos lados AB e AC repre-
sentados pela ferramenta "rastro"ativada no Geogebra.

Figura 1.4: Construgao da circunferéncia inscrita no triangulo ABC no Geogebra.

2. Com a ferramenta "circulo dados centro e raio", trace a circunferéncia com
centro em A (ou B, ou C) e fixe o raio = a (valor do controle deslizante), logo
apo6s, marque os pontos D e E| interseccoes da circunferéncia com os lados
AC e AB do triangulo;

3. Com a ferramenta "reta perpendicular"ativada, trace as retas perpendiculares
aos lados que passem pelos ponto D e E e marque o ponto F, interseccao entre
as retas perpendiculares;

4. Posicione o controle deslizante na posicao 0, ative a ferramenta "rastro",
acione-o no ponto F' e ligue a "Animagao"do controle deslizante.

A figura 1.4, ilustra a construcao da circunferéncia inscrita no triangulo. As
mesmas atividades realizadas na secao anterior com o baricentro poderao ser repro-
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duzidas com o incentro. Além de orientar os alunos para averiguar se / é realmente
interno e se é o tinico ponto de interseccao das trés bissetrizes com a manipulacao
dos vértices do triangulo é uma boa oportunidade de construir o conhecimento des-
sas propriedades.

A demonstracao algébrica dessas propriedades serao apresentadas no capitulo 3,
secao 3.2, pagina 47.

A construcao do circuncentro

O circuncentro é o ponto O equidistante dos vértices de um triangulo, logo é o
centro da circunferéncia que o circunscreve. Para encontrar este ponto, é necessério
tracar as mediatrizes?' dos lados do triangulo e obter o tinico ponto de interseccao
entre elas.

A figura 1.5, ilustra a construcao desse ponto que, pela sua simplicidade, deixa-
mos como exercicio aos leitores que podem ainda construir outras atividades intera-
tivas com o software. As demonstragoes algébricas estao apresentadas na secao 3.3,
pagina 49.

Figura 1.5: Triangulo ABC com o circuncentro O.

21Retas perpendiculares aos lados de um triangulo que cruzam esses lados no seu ponto médio.
Podemos também definir mediatriz como o lugar geométrico equidistante das extremidades de um
segmento de acordo com [12].
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A construcao do ortocentro

O ortocentro é o tinico ponto de interseccao das alturas?? de um triangulo. Pela
etimologia da palavra, que é uma composicao de orto (do grego orthos, que, na
geometria, significa reto) e centro, por razoes 6bvias, percebe-se facilmente que se
trata de um ponto que é encontrado pelo cruzamento de segmentos ortogonais, que,
no seu caso, passa pelos vértices opostos.

Para tracarmos essas alturas no Geogebra, de forma simples, construimos a reta
perpendicular a um dos lados que passa pelo vértice oposto a esse lado, inclusive, no
caso do triangulo obtusangulo??, que, nos lados que compde tal angulo, ndo apresenta
ponto de interseccao, pois, nesse caso, a perpendicular nao concorre com esse lado
do triangulo. Para observarmos o pé da altura em qualquer tipo de triangulo, é
necessario que o estudante trace a reta que contém o lado que compoe o angulo
obtuso e marque a interseccao dessa reta com a sua perpendicular que passa pelo
vértice oposto.

Figura 1.6: Construcao do ortocentro H exterior ao triangulo ABC' no Geogebra.

Na figura 1.6, vemos um caso do ortocentro H do triangulo obtusangulo ABC.
Essa construcao permite aos educandos, manipular os vértices até coincidi-los com
H. A ferramenta "Angulo"dara a informacio obvia que esse angulo é de 90°. As
demonstragoes algébricas foram apresentadas na secao 3.4, pagina 50.

22 A altura de um triangulo em relacio a um vértice é o segmento de reta definida por esse vértice
e um ponto pertencente & reta a qual contém seu lado oposto, de menor comprimento, ou seja, é o
segmento perpendicular & reta que contém um dos lados que passa pelo vértice oposto a esse lado.

23Triangulo que apresenta um de seus angulos com valor maior que 90°, nesse caso, em um dos
lados que formam esse angulo obtuso, o pé da altura (extremidade da altura oposta ao vértice)
esta localizado no prolongamento desse lado.
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Nos livros de Matematica da Educacao Béasica, nao encontramos alguma "uti-
lidade"especial para esse ponto. Para o educador que tem como base a educacgao
construtiva (ou construtivista), é bastante complicado apresentar um conceito, pro-
priedade ou ente geométrico sem uma aplicacao pratica. Essa "caréncia"poderia ser
abrandada se fossem incluidas no curriculo deste nivel educacional, conteiidos mais
aprofundados da geometria plana que trariam mais beleza e curiosidade, como por
exemplo, a reta de Euler, que veremos a seguir.

1.2.2 A construcao da reta de Euler

Figura 1.7: Construcao dos quatro pontos notaveis O, G, H e I do triangulo ABC
no Geogebra.

Para construir a reta de Euler no Geogebra, ¢ importante, primeiramente, en-
contrar os 4 pontos notaveis do triangulo. Essa construcao, aparentemente causara
uma certa poluicao visual que podera ser amenizada com a padronizacao de cores
diferentes para cada grupo de retas, como ilustramos na figura 1.7. O estudante
perceberd que, ao manipular os vértices do triangulo, os pontos se aproximam ou
se afastam, um dos outros. Cabe ao educador, levantar um questionamento: sera
que existe um tipo de triangulo cujos pontos notaveis coincidem? essa atividade
instigard o aluno a buscar, com o maximo de tentativas possivel, unir esses pontos.

Atividades como essa, levantarao a possibilidade de trabalhar alguns outros con-
ceitos como as propriedades dos triangulos isésceles e equilateros. Uma alternativa
para encontrar, rapidamente, posicoes convenientes para os vértices tais que resolva
esse problema é acionar o botao "angulo"nos trés vértices e, a medida que a dife-
renca entre os angulos forem diminuindo, esses pontos se aproximam, até quando se
tornam o mesmo ponto, o que acontece quando os angulos sao congruentes entre si,
ou seja, de 60°. Para tanto, o aluno terd que levantar, preliminarmente, a conjectura
de que esse caso ocorrerd com o triangulo equiléatero.
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Figura 1.8: Tridngulo equildtero com os quatro pontos notaveis O,G,H e I do
triangulo ABC' coincidentes representados no Geogebra.

Porém, convém salientar que encontrar esse posicionamento dos vértices, requi-
sita uma pericia mas afinada por parte dos aprendizes, e pode durar um tempo
maior, principalmente se o arredondamento do angulo estiver em 2 casas decimais,
nesse caso, podemos permitir que haja um arredondamento para 1 ou até nenhuma
casa decimal.

Se o professor nao quiser levantar de imediato essa conjectura, pode também su-
gerir que se trace uma circunferéncia de centro em qualquer um dos pontos notaveis,
exceto o circuncentro, como ilustramos na figura 1.8, que passe por qualquer um dos
vértices. Nesse caso, o estudante deve mover os vértices até que todos estejam inclu-
sos na circunferéncia, quando ele concluir, observara que os pontos notaveis estarao
coincidindo. Essa atividade pode ser repetida variando o ponto notavel e o vértice
que determinarao a circunferéncia. Apoés essa etapa, o professor pode, entao, sugerir
a medida dos angulos ou dos lados do triangulo para que os estudantes tirem suas
conclusoes.

Apo6s manipular muito essa tltima construcao, o professor pode sugerir aos edu-
candos que observem o posicionamento de H, I, G e O e procure algum alinhamento
entre eles. Ora, sabemos que sempre haverd alinhamento entre dois deles, por isso,
é importante procurar esse alinhamento em, no minimo trés deles. Uma boa suges-
tao é tracar uma reta determinada por dois dos quatro pontos e observar se existe
tal alinhamento. Apos algumas tentativas, eles perceberao que terao dificuldades
para tracar uma reta que contenha I e outros dois pontos. Podemos entao inserir o
conceito da reta de Euler.

Vimos na se¢ao 1.1.1, pagina 1, que Fuler descobriu com um método muito
semelhante, todavia, sem o computador, nada pratico, que os pontos O,G e H

11
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Reta de Euler

Figura 1.9: Triangulo ABC com os quatro pontos notaveis O, G, H e I e a reta de
Euler no Geogebra.

pertencem a uma reta que recebeu o nome de Reta de Fuler. Todavia, é necessario a
demonstragao algébrica dessa descoberta, que apresentaremos na segao 3.5, pagina
51.

O incentro e a reta de Euler

A figura 1.9, ilustra a reta de Euler e os pontos notéveis do triangulo e essa cons-
trucao instiga um questionamento que pode ser levantado para o estudante: sera
que I pode pertencer a reta de Euler?

Diante desse problema, espera-se que o estudante desperte a curiosidade de en-
contrar essa situacao especial e, apos seguidas tentativas podera encontrar o inico
caso em que observamos os quatro pontos alinhados. Com auxilio da ilustracao na
figura 1.10, medindo os angulos desse triangulo, concluiremos que esse é isosceles.

E importante a demonstracdo dessa conjectura criada pelos educandos nessa
etapa, muito elementar por sinal, ja que, no caso do tridngulo isésceles, sabemos
das suas propriedades, que a altura, a mediana, a mediatriz e a bissetriz em relacao
ao vértice cujo angulo é oposto & base sao todos coincidentes. Como [ pertence
a bissetriz, logo pertence a todas as outras retas, donde concluimos que também
pertence a reta de Euler a qual coincide com essas retas, conforme vimos na tltima
figura mencionada.

E importante salientarmos que, se esse triangulo também for equilatero, entio
nao teremos a reta de euler, pois, como vimos no inicio desta subsecao, os quatro
pontos coincidem, nao havendo, assim, dois pontos distintos para determinar a reta.

Essas informacoes, demonstracoes e comentarios serao apresentados na se¢ao 3.5,
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Figura 1.10: Triangulo isoésceles com os quatro pontos notéveis O, G, H e I na reta
de Euler representados no Geogebra.

ol.

1.2.3 A construgao da circunferéncia dos nove pontos

A circunferéncia dos nove pontos, conforme apresentado na secao 1.1, pagina 1,
contém nove pontos especiais, seis dos quais ja apresentados: Os trés pontos médios
dos lados e os trés pés de altura. Os outros trés pontos sao os Pontos de Fuler.

A construcao dos pontos de Euler

Esses pontos dividem o segmento cujas extremidades é o ortocentro e um dos
vértices em dois segmentos congruentes. No Geogebra, com a ferramenta "Ponto
Médio"ativada, é suficiente marcar essas extremidades, como ilustramos na figura
1.11, para que os Pontos de Euler E4, Ep ¢ E¢, em relacao aos vértices A, B e C,
respectivamente, sejam definidos.

Figura 1.11: Pontos de Euler do tridngulo ABC' representados no Geogebra.

13
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Figura 1.12: Os nove pontos do triangulo ABC' que pertencem a circunferéncia dos
nove pontos representados no Geogebra.

Construcao intuitiva da circunferéncia dos nove pontos

Para construimos a circunferéncia dos nove pontos, intuitivamente, podemos usar
as ferramentas do Geogebra e partir da conjectura que esses nove pontos pertencem
a uma tnica circunferéncia. Essa estratégia levard o aluno, apés marcar no triangulo
ABC os pontos médios M4, Mg e M, os pés de altura Hy, Hg e He e os pontos de
Euler E4, Eg e E¢, a tentar encontrar uma forma de construir uma circunferéncia,
sem dispor do centro da mesma.

Essa conjectura pode ser levantada, se observarmos os nove pontos, representa-
dos na figura 1.12, distribuidos nos triangulo ABC, que realmente da a impressao
de se tratar de pontos de uma circunferéncia. Possivelmente, quando Euler desco-
briu, intuitivamente os seis pontos, o matematico observou em seus desenhos essa
possibilidade e tirou suas conclusdes. A reproducao dessas descobertas que revolu-
cionaram a geometria, pode ser uma pratica que leve os estudantes a gostar mais
da Matemética e de suas curiosidades. A circunferéncia pode ser encontrada com
a ferramenta "Circulo Definido Por Trés Pontos", ou seja, marcando trés pontos
quaisquer, O programa tragara a tUnica circunferéncia que os contém.

Um fato importante é que, através de outras tentativas com permutacoes entre
0s nove pontos, o aluno percebera que, mesmo marcando os trés pontos médios ou
os trés pés de altura, sempre serd tracada a mesma circunferéncia.

Outra estratégia interessante, ¢ propor ao aluno a impossibilidade de usar a fer-
ramenta sugerida na atividade anterior. Nesse caso ele tera que, com os nove pontos
marcados, com outras ferramentas, tracar essa circunferéncia. Sugerimos, entao, que
usemos o circuncentro do triangulo definido por qualquer dos grupos de trés pontos
para encontrar o centro N dessa circunferéncia, ilustrada na figura 1.13.

14
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Figura 1.13: Circunferéncia dos nove pontos do triangulo ABC' tracada com centro
no circuncentro do triangulo F4EgFEc no Geogebra.

Ainda podemos levantar outra questao: Onde esta esse ponto N7 O professor
pode indagar, por exemplo, qual a relagao entre a reta de Euler e a circunferéncia
dos nove pontos, sugerindo que sejam construidas, em um mesmo desenho, ambos
elementos. Nesse caso, o estudante, notard que N pertence a reta de Euler.

Se N pertence a reta de Euler, qual a relagao com os pontos O,G e H? O estu-
dante pode usar as ferramentas de medigoes de segmentos para conjecturar possiveis
relagoes. Se o mesmo fizer uma tabela entre os segmentos possiveis, percebera que
em todos os casos, a relagao entre HN e NO é de congruéncia. Podemos utilizar
uma ferramenta simples para provar essa hipotese. Conforme ilustra a figura 1.14,
basta tracar uma circunferéncia de centro em N e marcar o ponto H ou O. Repetir
a mesma sequéncia com o outro ponto escolhido e comparar as circunferéncias que
serao as mesmas.

Essa importante descoberta nos permite encontrar uma utilidade para o ponto
H, que, como ja relatamos, de acordo com os programas de Geometria da Educacao
Basica, nao teria nenhuma serventia. Nesse caso, o ponto H, junto com o ponto O,
definem o centro N da circunferéncia dos nove pontos que é o ponto médio entre eles.

As demonstracoes algébricas de todas as construcoes apresentadas sobre a cir-

cunferéncia dos nove ponto e da reta de Euler e suas relagoes estao nas secoes 3.5 e
3.6, paginas 51 e 53, respectivamente.
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Figura 1.14: Reta de Euler com os pontos O, G, H e N e a relacio HN = NO no
Geogebra.
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Capitulo 2

Definicoes Algébricas

Durante nossa experiéncia docente em uma escola de Ensino Médio da rede Es-
tadual de Pernambuco, na componente curricular Fisica, constatamos uma enorme
dificuldade dos estudantes, sobretudo no primeiro ano quando é trabalhado o con-
teido Mecanica, na construcao do conhecimento dos conceitos de vetores e sua
utilizacao pratica na disciplina. Este fato é compreensivel, pois, os conceitos basi-
cos dessa ferramenta matematica sao apresentados aos educandos apenas no terceiro
ano. Todavia, podemos, preliminarmente, introduzir o conceito informal ja nos anos
finais do Ensino Fundamental, ja que, de acordo com [23], A palavra vetor vem de
um radical latino que significa carregar. Um vetor é formado quando um ponto é
deslocado - ou carregado - por uma certa distancia em uma certa direcao. Visto de
outro modo, um vetor carrega duas pecas de informacao: seu comprimento e sua
direcao. A ideia informal de carregar algo de uma certa posi¢ao, uma certa distan-
cia, em uma certa direcdo e encontrar a sua posicao final é uma boa estratégia e
utilizaremos uma visao algébrica sobre esse ente geométrico.

Nesse capitulo apresentaremos as definicoes algébricas que auxiliarao a constru-
¢ao dos pontos notéveis do triangulo, da Reta de Euler e da circunferéncia dos nove
pontos, segundo o Artigo de Rojas & Mendonza, ver [20] e o autor [15] mescladas
com conceitos basicos de Geometria Plana e Analitica.

Apresentaremos a seguir, as definicbes que julgamos necessarias para prosseguir-
mos.

2.1 Espaco Afim e Espaco Vetorial

Quando observamos a frase "carregar algo de uma posicao, uma certa distncia,
em uma certa direcao” podemos ver facilmente a distingao de duas informacgoes:
"uma posicao” e "uma certa distdncia, em uma certa direcao”, a primeira apresenta
uma ideia estatica ja a segunda dinamica, como no caso da ilustracao: estava em
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Afogados da Ingazeira e viajei a Joao Pessoa, onde Afogados da Ingazeira e Joao
Pessoa sao posicoes estaticas enquanto viajei denota movimento. A mesma viagem
feita nesta ilustracao poderia ser realizada entre outras duas cidades diferentes das
utilizadas, porém, com mesma distancia e mesma direcao entre elas.

Podemos admitir que Afogados da Ingazeira, Joao Pessoa, Recife ou Caruaru,
fazem parte de um conjunto de cidades, que podem ser representados por pontos e as
infinitas possibilidades de diferentes viagens fazem parte do seu conjunto, que, como
vimos antes, podem ser representados por vetores, logo se faz necessario distinguir-
mos estes dois "espacos”. Informalmente, admitamos que Espago Afim é o conjunto
dos pontos e Espaco Vetorial o espaco que contém todos os vetores. Todavia, faz-se
necessario formalizarmos os conceitos com os quais trabalharemos neste capitulo.

2.1.1 Espaco vetorial real

Inicialmente, recorremos a defini¢do de |1] para definirmos um espago vetorial:

Definicao 1 Seja V um conjunto nao-vazio qualquer de objetos no qual estao defi-
nidas duas operagoes, a adi¢io e a multiplicagao por escalares (nimeros reais). Por
adicao entendemos uma regra que associa a cada par de objetos u e v um objeto
u+v, chamado a soma de u com v; por multiplicacao por escalar entendemos uma
regra que associa a cada escalar k e cada objeto v em 'V um objeto kv, chamado o
maltiplo de v por k. Se os sequintes ariomas sao satisfeitos por todos objetos u, v e
wem V e quaisquer escalares k e I, entao dizemos que V € um espaco vetorial e os
objetos de V serao chamados de vetores.

(a) Se u e v sao objetos em V entdao u + v é um objeto em V;
(b) u+v=uv+ u
(c) u+ (v+w) = (u+uv) + w

(d) Ezxiste um objeto 0 em V, chamado vetor nulo ou vetor zero de V, tal que 0+u=
u+ 0 =wu para cada v em V;

(e) Para cada u em V, existe um objeto -u, chamado um negativo de u, ou simétrico
de u, tal que u + (-u) = (-u) + u = 0;

(f) Se k é qualquer escalar e v é um objeto em V, entao kv é um objeto em V;
() l(u + v) = lu + lv;

(h) (k + v = kv + lv;

(1) k(lu) = (kl)u;

(G) 1u = u
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Dentro de um espaco vetorial V, existem subconjuntos S tais que eles sao um
espaco vetorial. Tais conjuntos serao chamados subespaco de V. Este conceito sera
de grande importancia para definirmos projecoes ortogonais vetoriais.

Definicao 2 Sejam V um espaco vetorial e S um subconjunto nao vazio de V. O
subconjunto S € um subespaco vetorial de V se S € um espaco vetorial em relacao a
adicao e a multiplicacao por escalar definidas em V,ou seja, se estiverem satisfeitas
as condigoes:

I Para quaisquer u, v € S, tem-se:
u+vesS

IT Para quaisquer k € R,u € S, tem-se:
ku eSS

Da defini¢ao de subespaco, podemos realizar as seguintes observagoes:

e Todo espago vetorial admite no minimo dois subespacos: o conjunto {0}, cha-
mado subespacgo zero ou subespaco nulo, e o proprio espaco vetorial V. Esses
dois sao os subespacos triviais de V. Os demais subespacos sao denominados
subespacos proprios de V.

e Todo subespaco S de V contém o vetor nulo.

Para prosseguirmos, vejamos algumas das principais propriedades dos subespa-
GOS.

e A interseccao de dois subespacos S; e So, S =51 NSy é um subespaco de V.

e O conjunto S formado por todos os vetores de V que forem a soma de vetores
de S; com vetores de So, que denotaremos por S = S; + S, é um subespaco de
V. Veja [27], pagina 35.

Definicao 3 Sejam S; e Sy dois subespacos vetoriais de V. Diz-se que V € a soma

direta de Sy e Sy, e se representa por V=S, PS,, se V=S, 4+S; ¢S NSy = {0}
Das observacoes anteriores podemos enunciar o seguinte teorema:

Teorema 4 SeV € a soma direta de Sy e Sy, todo vetor v € V se escreve, de modo

iunico, na forma:
v=u+w

ondeu € Sy e w € S,y.
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Demonstracao: De V=S, @ S,, vem, para qualquer v € V:
v=u+w (2.1)
ondeu € S; e weS,.

Suponhamos que v pudesse exprimir-se também pela forma
v=u 4w (2.2)
onde u' € Sy e w' € Sy. As igualdades (2.1) e (2.2) permitem escrever
vtrw=u+uw =>u—u=uw —w
onde u —u' € Sy e w —w €S,. Tendo em vista que, de acordo com a Definicao 3,
S1 NSy = {0}, temos
u—u=w—-—w=0

isto é,

2.1.2 Espacgo afim

Agora, utilizaremos integralmente a defini¢do de espago afim em [20] (ver pagina
77), a saber:

Definicao 5 Sejam E um conjunto, V um espaco vetorial real e & :E x V— E
uma fun¢io que associa a cada par (P,v) € E X V um ponto em E, que denotaremos
por P ® v, satisfazendo as sequintes condigoes:

(i) para cada P € E, a fungio de V em E dada por v— P @ v é uma bijecao;
(i1) (P®u)®v=P® (u+v), para quaisquer P €E e u,v € V.

Os autores, a partir dessa definicao, denominam de espaco afim sobre V um par
(E, ®) que satisfaz as condi¢oes acima e de a¢do transitiva sem pontos fizos a fungao
@, nomenclaturas estas que também adotaremos nesse trabalho.

Apresentaremos alguns exemplos de Espaco Afim, encontrados no artigo de Rojas
e Mendoza (ver |20|, pagina 77), os quais demonstraremos.

Exemplo 1 Sejam V um espaco vetorial sobre R, E um subspaco vetorial de V e
@ :E XV —E aadigao de vetores em V, ou seja, Pdv = P + v. Entao
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(E,®)€ espaco afim < V=E

Demonstracao: (=)
Como (E, @) é um espacgo afim sobre V, para cada P € E a funcao

¢pZV — E
v — ¢p(v) =P+

é bijetiva.
Como E é um subespago vetorial de V, 0 € E. Logo,

¢o(v) =0+v=vekE.

Assim, temos que V C E. Por outro lado, como E C V, segue-se V = E.

(<) Para demonstrar que (E, @) é espaco afim é suficiente provar que ela cumpri
os itens (i) e (i7) da defini¢ao 5. Se V = E, entdo para cada P € V, seja ¢pp : V = V
determinado por ¢(v) = P + v.

(i) e ¢ éinjetiva
o(u) =¢(v) = P+u=P+v=u=nv.

e ¢ é sobrejetiva
Dado Q € V, sejav =@ — P € V, entao podemos escrever

¢p(v) =P+ Q—P=Q.
(ii) Dados Pe E,uev eV,
(Pov)du=(P+v)du=(P+v)+u=P+ (v+u)=P& (v+u).
n
Exemplo 2 Seja V um subespaco vetorial de W e E = Q 4+ 'V, para algum QQ € W.
Tome @ : ExV — E a adicdo de vetores em W (isto é, P®v =P +v). Ou seja, a

translacao de um subespaco vetorial V € um espaco afim sobre V.

Demonstragao: Para cada P € E, seja ¢p : V — E definido por ¢pp(v) = P+ v

(i) e ¢ éinjetiva
ja foi provado na demonstracao (i) do exemplo 1.
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e ¢ é sobrejetiva
Dados LeEeue W, tome L=0Q +ve ¢p(u) =1L

Qﬁp(U) = L
P+u = Q+v
u = (Q—P)+w

logo, ¢p(u) =P+u=P+Q—-P+v=Q+v

(ii) Verifica-se facilmente.

Exemplo 3 Sejam T : V. — W uma aplicacao linear nao nula e w um vetor nao
nulo na imagem de T. Sejam V ={v € V | T(v) = 0} (0 nicleo de T'), E = {v €
V| T(v) =w} (a imagem inversa de w por T) e @ : ExV — E dada pela adigao de
vetores em V. Observe que B nao é um espago vetorial e o par (E,®) é um espago

afim sobre V.
Demonstracao:

e Como T :V — W é linear, tem-se que T(0) = 0. Observe que E # ) e nao é
subespago de V, pois 0 ¢ E, logo E ndo é um espago vetorial.

e ¢p:V — E é claro que é uma bijecao e & satisfaz (ii).

2.1.3 Observacoes importantes

Apos as definicoes apresentadas, podemos fazer as seguintes observacoes:

e A bijecao exigida na definicao 5 em (i), garante que: dados P,Q, € E, }%
denotara o tinico vetor em V tal que

P& PO =0Q. (2.3)

e P®0 = P para todo P € E.

De fato, essa observacao faz sentido pois a mesma bije¢ao exigida em (i) tam-
bém garante que ha um s6 vetor v € V tal que P @ v = P, da definicao 1,
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item (g) temos que 0 = v + (—v) e da mesma definicio, item (b), temos que
(P® w4+ (—v)=(P®v)®(—v), mas P® (v+ (—v)) = P® 0, logo

(Po&(w+(—0)=(Pe0)d(—v) e Pal =Pa&(—v)ai=—u
_|_

ainda de (e), v+ (—v) =0 < v + 0 = 0, que segundo (d) é v = 0.

. . —> —
e Sejam P, P’ € E dados, verifica-se que PP’ =0< P = P'.

— - —
De fato, PP =0= P ® 0= P = P = P’. A reciproca:

D/ ~N_ pl —>/__’
P=P =Pa0=P = PP =0.

e Dados P,() e R em [E temos que: ]ﬁ + Cﬁ = ﬁ

De fato, utilizando a definigao 5, item (ii), temos

Po (PQ+QR) = (Po PQ) o QR

e a identidade (2.3) garante que

P& PO =Q,

(P& PQ)® QR = Qe QR =R.
P@(@+Q72):R:P@ﬁ,

logo

Ora, mas se

e PG + QL = PR. (2.4)
e« PG = -QP.
De fato, sabemos agora que
PG+ QP = PP =10, (2.5)
mas j& demonstramos que
QP +(-QP) =0, (2.6)

23



Definicdes Algébricas CAPITULO 2

logo, igualando (2.5) e (2.6), temos
PG +QP = QP +(-QP)

somando —Qﬁ em ambos os membros, concluimos que

PG =-QP.

e A cada par de pontos (P, Q) € E x E associamos uma seta com ponto inicial
em P e extremo final em ().

Intuitivamente podemos concluir a veracidade da informacao pois, se P, Q) € E,
v € V e, segundo a definigao 5, item(i), P & v = @ é bijetora, logo s6 ha um
vetor v = 1@ tal que P seja a origem e () o extremo final.

Apobs observarmos os detalhes acima, podemos ver o motivo pelo qual nao utilizamos,
nesse trabalho, a linguagem convencional da Geometria Analitica a qual diz que
]@ =QRQ-P=Q= P—l—@, pois em ambientes de "objetos"de naturezas distintas,
nao faz muito sentido um ponto adicionado a um vetor, mas, concordando com [20],
um ponto P ser "carregado"por um vetor v até atingir o ponto (), nos parece mais
elegante.

2.2 Retas, Planos e Triangulos

Para trabalharmos com retas e planos, a dimensao do espago Vetorial V deve ser
adequadamente definida. Adotaremos dimV > 2.

Convém ainda adotarmos algumas definicoes de combinagoes lineares entre ve-
tores. Utilizaremos a definicao de [24] a seguir.

Definigcao 6
(i) O vetor v é maltiplo do vetor u se existe X € R tal que v = \u.

(ii) O vetor v é combinagao linear dos vetores vy,vs, ..., v, quando exristem nimeros
reais A\, Aa, ..., A\p, tais que v = A1 + AgUs + ... + AU,

Apos as defini¢coes acima, cabem ainda algumas observacoes relevantes:
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e Na defini¢do 6, item (i), também podemos dizer que v e u sdo linearmente
dependentes(LLD). Neste caso, se ndo houver A\ € R tal que v = Au, dizemos
que v e u sao Linearmente Independentes(LI);

e vetor nulo 0 é multiplo de qualquer vetor u, uma vez que 0 = 0.u;

e Se v F# 0 é multiplo de u, entdo u é também multiplo de v. De fato, se A € R
o - o 1
é tal que v = Au # 0, temos A # 0 e u # 0. Logo,u:xv.

2.2.1 Retas

Seja (E, ®) um espaco afim sobre V, fixados P € E e v € V definimos o seguinte
subconjunto de [E, que chamaremos de reta,

R(P,v) ={P&®tv|teR}
v ¢ chamado vetor diretor (v # 0).

Observemos que, como P @ 0 = P, entdo P € R(P,v). Se Q € R(P,v), entao
P@ = tv, para algum t € R. Com efeito

Q:P@tvémztv.

Evidentemente, se A, B € E, A # B, esses dois pontos pertencem a reta R(A, @),
que passa por A e B, ja que

e B=A® 148 e

o A= A®0AD

Essa definicao de reta é similar & que conhecemos da geometria analitica
Q=P+tuse P,QeV.

Observamos que R(P,u) = R(P,v) se e somente se u = \v, para algum A € R.
Em geral temos a seguinte proposicao:

Proposicao 1 Dados dois pontos P,Q € E e dois vetores u,v € V, as retas R(P, u)

e R(Q,v) serao iguais se, e somente se, F@ e u forem miiltiplos de v',ou seja,
R(P,u) =R(Q,v) & @ = \v,u = v,

para algum A, 0 € R.

lou, sem perda de generalidade, se ]@ e v forem multiplos de u
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Demonstragao: (=)
Partindo da igualdade
R(P,u) =R(Q,v)

vemos que P e () pertencem a ambas retas, logo, a afirmacao P € R(Q,v) garante

P=0Q&tv

para algum ¢t € R, que implica
PO = (—t)o.

Fazendo —t = A, entao

@:/\v.

Agora, como @ € R(P,u), podemos escrever

Q = P & 0u,

@:9%

Como P # @, isto é, X # 0, das equagoes (2.7) e (2.8), vem que

para algum 6 € R, que é

0
Ou =X = u= Xv.
0
Faca 3= 0 € R e teremos

(<)

(2.7)

(2.8)

Partindo agora da suposicao que u = dv, entdo para qualquer que seja X €

R(P,u) vale a expressao
X =P au,

para algum o € R. Como u = Jv, temos
X=Pd®a(v) = X=Pa& (a)v

que implica
X € R(P,v).

Das observacoes da subsecao 2.1.3, pagina 22, temos que
PG =-QP
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logo, a expressao
F@ = \v

pode ser escrita como

de onde concluimos que
P=Q& (—\)v.
Agora substituindo P em (2.9), temos
X =(Q&+(-Nv) ® ().
Nas mesmas observacoes em 2.1.3, vemos que essa dltima igualdade equivale a
X=Q® ((ad)v+(=Av) = X =Q® (ad — M.

Ou seja, X € R(Q,v), que nos garante afirmar que

R(P.u) C R(Q.v).

Agora, seja X € R(P,v), temos que X = Q @ tv. Como

1 —_
FU=v
e
PoX=Q.
Entao
X=(P®)dtv=P@® (A+1t)v,
1
substituindo v por gu temos
A+t
X:P®< ;_ )uéXGR(P,u).
Assim,

R(Q,v) CR(P,u)

que nos garante
R(P,u) = R(Q,v)

Para facilitar a apresentagao, utilizaremos a denotacao R4 p para representar a
reta R que passa pelos pontos A e B, ou seja, a reta R(A, AB) = R(B, 1@)
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2.2.2 Planos

Seja (E, @) um espago afim sobre Ve P € R, u,v vetores sobre V, linearmente
independentes, denotaremos por P = P(P,u,v) o plano que passa por P e contém
os vetores diretores u e v por

P(P,u,v) ={P & (Au+0v) | \,§d € R}

Proposicao 2 Sejam u; e vy vetores L.I. em V, os planos P(P,u,v) e P(Q,uy,v)

$a0 tguais se e somente se 0s vetores Pa, u,v sao combinacao linear de u; e vy, ou
seja

P(P,u,v) =P(Q,u,v1) < Pﬁ,u,v € [ug, v1].

Demonstracgao:

(=) Como P(P,u,v) = P(Q,ui,v1), em particular P € P(Q,uy,v1), isto é,
existem A, 0 € R tais que

P=Q® (\uy+6v1) & QP = Auy + 6uy.
Podemos escrever essa tltima expressao como
PO = (—\uy + (=),
Escrevendo t = —\ e s = —¢ temos
]@ = tu; + sv;.

Assim ]@ € [uy, v

Como P @ u € P(P,u,v) = P(Q,us,vq), isto é

P@®u=0Q®& (Muy + d1v1), para algum, A\, € R.

Como
P = Q D ()\Ul + (51]1),

ao substituirmos na igualdade acima temos
QD (Auy + 6v1) Bu=Q®d (Muy + §1v1)

que implica
Q D [(/\U,l + 5@1) + U] = Q S5 (>\1U1 + 51U1)
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entao
(Aup +0v1) +u = Mug + 0101 = u=(=Nug + (=0)vy + Ajug + dyv;.
Pondo em evidéncia os vetores u; e vy, chegamos a
u= (A — ANug + (61 — 0)vy
Escrevendo t' = A\ — A e s’ = §; — §, chegaremos a
u=tu; + s'vy,

assim concluimos que u € [ug, vq].

Usando o mesmo argumento para P & v € P(Q, uy,v;), temos que
v="t"u + s vy,

que é o que nos restava demonstrar.

(<) Seja X € P(P,u,v), entdo
X =P® (Au+dv). (2.10)

Como u = t'uy + s'vy e v = t"uy + s"vy, escrevendo N =t +t" e 0’ = ¢ + 5" temos
que
X=P D (/\/Ul + (5%)1).

Por outro lado, 1@ = tuy + svq, que implica
P=Q® ((—t)us + (—s)v1).

Assim, substituindo P em (2.10), temos

X = Q& ((—thur + (—=s)v1) & (Nuy + 8'v1)
X = Qa((—=tur + (=s)v1) + Nuy + 8'vy))]
X = Q@& (N —t)us+ (8 — s)vr).

Entao X € P(Q,uy,v1), isto é,
P(Pv u, U) g P(Q7 Uy, Ul)'

Observe que a condi¢ao u = t'u; + s'vy e v = t"uy + s”v; e o fato que sao L.I.
implicam que os subespacos [u,v] e [ug,v1] sdo iguais, entdo de maneira anéloga
temos que

P(Q, Uy, ’Ul) Q P(P, u, U).
Portanto
P(P,u,v) =P(Q,ur,v1).
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2.2.3 Triangulos

Por ser o objeto principal da nossa pesquisa, necessitamos de algumas definicoes
bésicas e essenciais a respeito do triangulo para darmos prosseguimento.

Definicao 7 1rés pontos A, B,C € E, determinam o tridngulo ABC no espaco
afim E se, e somente se os vetores 1@ e AC' forem linearmente independentes em

V.

Observacao:

Sabemos que, pela equagao (2.4), pagina 23,

BC = BA+ AC

Em particular, se 1@, 1@ sao L.I., entdo A # Be A# C.

Por outro lado, como ﬁ = —z@ +1@ entao B?>' #+ 0, caso contrario, terfamos
0= —ﬁ + 1@, absurdo por que jﬁ e zﬁ sao L.1., entao B # C.

(1) Assim, se A, B e C' determinam um triangulo, entao os pontos A, B e C' sdo dois
a dois distintos.

(ii) Os pontos A, B e C' nao sao colineares.
De fato, se os pontos A, B e C sao colineares, entao o ponto C' € R =

R(A,B) que implica 1@ = )\@, contradizendo a defini¢cdo do tridngulo,
donde concluimos que A, B e C' nao podem ser colineares.

Proposicao 3 Se os pontos A, B e C' determinam um tridingulo em E, entao existe
um Unico plano passando por A, B e C' que denotaremos por Papc.

Demonstracao: Como A, B e C determinam um tridngulo, entdo podemos
definir o seguinte plano:

Papc = P(Av*’@a*’@)'

Que contém os pontos A, B e C, de fato:
e A=A® (0AB +0AC) € P;
. BZA@(E‘FOJ@)EP;
. CZA@(O@JF@)EP.
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Isto Prova a existéncia.

Para provar a unicidade, considere P(P,u,v) um plano que contém A, B e C.
Entao devemos provar que

P(Pv u, U) = 7DA,B,C,
ou, equivalentemente, pela proposicao 2, devemos provar que ﬁ,z@ e 1@ Sao
combinagao linear de u e v.
Como P(P,u,v) contém A, B e C, entao
A = P& (Au+dv) PA =  Ju-+dv
B PeNu+dv) = PB = Nu+6v
C _ P@(}\”U‘F&”U) P? — )\”u—l-é”?)

—
isto é, PA, ﬁ e ]? pertencem ao subespago gerado por u e v.

Por outro lado, 1@ = ﬁ — ﬁél e 1@ = ﬁ — ﬁl implica que 1@ e f@
também sao combinagao linear de u e v. Logo os planos

P(P,u,v) = Papc,

2.3 Propriedade Universal de Pontos num Plano P

Esta propriedade ¢ de grande importancia para prosseguirmos no nosso trabalho
e encontrar os pontos notaveis do triangulo, a reta de Euler e o Circulo de nove
pontos. A propriedade universal que apresentamos a seguir aparece em alguns tra-
balhos como o artigo [18] ¢ o material do Profmat em [24]|, porém, utilizaremos a
demonstragao de [20] na maior parte desta subsecao.

2.3.1 Propriedade Universal de pontos em um plano

Partiremos de um plano P g ¢ tal que A, B, C € E. Recorrendo mais uma vez
a equacao do plano, ou seja,

Pipc = P(AAB,AC)
— {A® (BAB ++AC) | B,v €R}.

Seja P um ponto qualquer de P4 p ¢, entao, P se escreve como
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P:/MBWZ§+728L

Onde 3,7 € R que implica

ﬁ:ﬁzﬁ-i-’}/z@.

Utilizaremos agora um outro ponto qualquer O € E, temos que

AP = 40 + OP,
AB = A0+ 0B
AC =40 +0C,

logo,

AP =40 +0P = B(AD+ OB)++(A0+0C) =
oP — —BJrﬁ@JrﬁO?Jr”y@JrvO?.

Colocando 1@ em evidéncia temos
oD — (—1+ﬂ+7)@+50@+707,
sabemos também que @ = —(71, logo, podemos escrever
OP = (1— B —+)OA + BOB +~0C,
admitindo a = 1 — § — v, chegamos entao a equacao

OP = aOA + OB +~0C,

independente da escolha do ponto O.

2.3.2 Propriedade Universal de pontos num plano P

A propriedade universal que enunciaremos a seguir nos garante que a represen-
tacao de P € E na forma

P:O@(aO_,ZHBO?ﬂO?)

com o =1— f —, (8, fixos), independente da escolha do ponto O € E.
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Proposicao 4 Seja P = Papc plano em E e o, e v nimeros reais tais que
a+ B+v =1, entao existe um inico ponto P € P tal que

aOA + ﬁ@ + 70? _ 0P
para todo O € E.
Demonstracgao: Seja O € E um ponto qualquer, podemos definir o vetor
v = aOA + ﬂ@ + 7(% .
Considere o ponto O @& v € E que chamaremos P = O @ v, entao

OP =v = (1—6—7)ﬁ4+ﬁ(ﬁ+7(ﬁ
OA + B(—~OA + OB) ++(—0A + OC)

— OA+ BAB +~AC,

logo

AP = A0 + OP = BAB +~AC,

isto mostra que P € P.

Para mostrar a unicidade, considere O, P, € E e v; = aO A + 5013 + 7016'
tais que v = OIP1~
Note que

v = a(0;0+04) + (0,0 + OB) +(0:0 + OC)
= CYO?—FCYO—)‘l—FﬂO?—FﬂO?—F’YO?—FVO?
— (a+B+7)0:0 +aOA + BOB +~OC
= 0?4—1120?4-0?:0?.

— 5P _0F
Entretanto, v; = O1 P, de onde concluimos que O1 P = O P;, que implica

6:Olp—01P1 :PlOl—i-OlP:Plp
Portanto P, = P [
Essa propriedade sera de grande importancia, pois, com ela, iremos caracterizar

alguns dos pontos notaveis do triangulo. Por hora, iremos fazé-lo apenas com o
ponto médio entre dois pontos.
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2.3.3 Ponto médio entre dois pontos

1
. . 2
ev=0, com «a, 3,7 € R, existe um tnico ponto P € P, que chamaremos de ponto
médio entre A e B e denotaremos por: Myp

ou ainda,

Usando a propriedade universal em P, sabemos que, em particular, se « = § =

Mag ZO@%(Eﬂ(ﬁy

Como também ¢é arbitraria a escolha de O, podemos fazer O = A e assim
1
Mas = A 5(AB).

Que é a equacao do ponto médio. E bastante razoével se pensarmos que se carre-

garmos o ponto A até a metade do vetor 1@, chegaremos ao tnico ponto médio
Mag.

2.4 Ortogonalidade

Geralmente, no estudo da geometria analitica, definimos produto interno com
auxilio das coordenadas cartesianas dos pontos que determinam os vetores envol-
vidos?, no entanto, nao convém utilizarmos essa linguagem no contexto em que
estamos abordando. Faremos uso da definicao para um espaco vetorial geral com o
auxilio dos autores |27|, ver paginas 106 e 107, e [5], ver paginas 221 e 222.

2.4.1 Definicao de produto interno

Definicao 8 Seja V um espago vetorial real e u,v e w € V . Diremos que um
produto interno sobre V € uma fungao que a cada par de vetores u e v, associa um
nidmero real, denotado (u,v), tal que os sequintes axiomas sejam verificados:

i(u,v) = (v,u);

ii (u,v+w) = (u,v) + (u, w);

iii (ku,v) = k(u,v), para todo k € R;
iv (u,u) >0 e (u,u) =0 u=0.

Observacoes:

2Por exemplo, o produto interno ou produto escalar usual entre os vetores u = (7,,%,) €
v = (zy,%,) em R?, de acordo com a geometria analitica, ¢ o nimero real (u,v) tal que (u,v) =

lumv+yuyv
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e O namero real (u,v) é chamado produto interno de u e v;

e Dos quatro axiomas da definicao acima decorrem as propriedades:

I (0,u) = (u,0) =0, para todo u € V;

IT (u+v,w) =

ITIT (u, kv) = k{u,v);

(u, w) + (v, w);

IV (u,v1 + 09+ ... 4+ v,) = (u,v1) + (u,v9) + ... + (u, vy).

Demonstracgao:

I Basta fazer

II De fato,

ITI E facil ver que

(u+v,wy = (w,u+v)— (i

(u,kvy = (kv,u) — (1)

I
o~
—~

<

<
~
—~
~.
.
.
~—

IV Para provar essa propriedade separaremos a primeiro parcela da soma dos ve-
tores das demais, ou seja
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(u,v1 + V9 + ...+ vyp) (u,v1 + (Vg +v3+ ... +v,))
(u,v1) + (u,v9 +v3 4+ ... + v,)
= (u,v1) + (u,vg+ (v3+vg...+v,))
(uyv1) + (U, vo) + (U, V3 + Vg ... + Uy).
Repetindo a operagao seguidamente, chegaremos a

(u,v1 + V9 + ... +vp) = (u,v1) + (U, v9) + ... + (u, vy).

m Seja V um espago vetorial com produto interno ( , ), diz-se que dois vetores v e
w sdo ortogonais se (v, w) = 0 e escrevemos v_Lw.

Se V é um espago vetorial com produto interno, definimos a norma (o compri-
mento) de um vetor v em relagao ao produto interno por

loll = /o, o).

Se |jv]| = 1, isto &, (v,v) = 1, v é chamado vetor unitario. Em geral, se v é um
vetor qualquer nao nulo, podemos definir o vetor
v

U= 0
V]l

que resulta unitario.

2.4.2 Distancia entre dois pontos do espaco afim

Normalmente, ¢ comum no estudo da geometria analitica, falarmos de compri-
mento, norma ou médulo® do vetor, porém, com o tratamento que estamos dando
neste trabalho, nao faz sentido usarmos este conceito, pois, no inicio, comparamos
um vetor a algo que transporta um ponto até outro ponto, ou seja, temos a direcao
e a distancia entre estes pontos para mensurar. Entao definiremos a distancia entre
dois pontos a seguir.

30 modulo é também conhecido como norma ou comprimento do vetor. Na geometria ana-
litica, este comprimento é encontrado utilizando Pitagoras, ou seja, admitindo que as coorde-
nadas no plano cartesiano dos pontos A e B sdo respectivamente (x4,y4) e (z5,yp) € o vetor
v tal que v = E, chamaremos de modulo ou norma de v o namero Real ||v]| de forma que
loll = V(25 — 24)% + (yB — ya)*
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Definicao 9 Dados dois pontos A e B de E, dizemos que a distdncia entre A e B,
que denotaremos de d(A, B), € o numero real nao negativo cujo quadrado equivale
ao produto interno entre o vetor por eles definidos e ele mesmo, ou seja

(d(4, B)>2 _ (AB,AB)

ou ainda

d(A, B) = \/ (AB, AB).

Algumas consequéncias
Dados os Pontos A, B,C, D € E,
o AB =CD = d(A, B) = d(C, D).

De fato temos d(A, B) = \/(ﬁ,ﬁ) = \/(C@,C@} =d(C, D).

o d(A,B) =0 AB =0.

De fato temos d(A, B) = 1/ <1@,1@> =0< </@7E> —0& AB=0.

2.4.3 Projecao ortogonal vetorial

Seja V um espaco vetorial com produto interno ( , ) e v um vetor em V ndo
nulo. Denotaremos por [v] = {av|a € R} o subespago de V gerado pelo vetor v e
por [v]* = {w € V|(w,v) = 0} o subespago de V formado pelos vetores ortogonais
ao vetor v, entdo verifica-se que V é soma direta dos subespacos [v] e [v]*, isto é

V= [v] ® [v]*.

Em particular, isto mostra que qualquer vetor u € V decompoe-se de maneira tnica
como a soma de um elemento de [v] e um de [v]*, isto &, u = vy + vy com v; € [v] e
vy € [v]*. Escrevendo vy = p(u), entdo, p(u) = u — vs.

Por outro lado, observemos que p(u) € [v], isto é, p(u) = yv, para algum v € R,
entao,
<p(u)7 U> - 7<U7 U> - <U — Vg, U> - <U, U>

e assim

logo
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2.4.4 Projegao ortogonal afim

Para definir uma projecao sobre o espaco afim, devemos fazer algo analogo ao
caso vetorial, para isto, tomaremos em lugar do subspaco [v] de V a reta R(P,v)
em [E e serd a acao @ de V sobre E, que nos permitira representar de maneira tinica
o ponto X € E por

X=nX)dw

com m(X) € R ew € [v]*.

Defini¢ao 10 Fize uma Reta R(P,v) em E e seja 7 : E — E a funcdo que associa
a cada X € E o unico ponto n(X) € E, satisfazendo as sequintes condigoes:

(i) 7(X)eR e
(ii) ( )X Lo.

(X)) serd denominado proje¢io ortogonal afim de X sobre a reta R.

Observemos que as condigoes (7) e (i7) determinam de maneira tnica 7(X). De
fato se 7(X) € R entdo, podemos fazer 7(X) = P @ tv para algum t € R, ou ainda,

Pr(X) = tv. Também podemos observar que se w(X)X for ortogonal a v, entdo

temos (m(X)X,v) = 0. Que nos permite concluir que existe um tnico valor para
t € R. De fato,

—
0 = (m(X)X,v)
— (7(X)P + PX),0)
= (151)4—ﬁ2
= —tvv FT)g

entao
u>:<ﬁ,v>:t:<?—;;>

portanto, substituindo o valor de t

(X)) = Pdto

(PX,0)
(v,v)
= P@p(ﬁ).

(%

Sendo 7(X) a projecao ortogonal afim do ponto X € E e p( ]34)(2 ) a projecao orto-
gonal vetorial do vetor P*Xk observe que ha uma relacao entre essas duas projecoes.
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2.4.5 Relacao entre as projecoes vetorial e afim

Fixada a reta R = R(P,v), sejam X um ponto em E e u um vetor em V. A
seguir determinaremos a projecao ortogonal afim do ponto X @ u, isto é, 7(X @ u)
ou equivalentemente, descobriremos Y € R e o vetor w € V, ortogonal ao vetor v
tal que X bu=Y dw

e O ponto 7(X) @ p(u) pertence a reta R.
Sabemos que 7(X) = P @ p(PX) e p(PX) € [v]. Logo
w0 epn) = (PapPR))es)
)

= P & 0v, para algum 0 € R,
pois p(u) também pertence a [v].

% B .
e Os vetores m(X)X e u — p(u) sdo ortogonais ao vetor v (portanto sua soma
também).

- . g o~ . o
De fato, pela defini¢ao 10, item (47), uma das condigdes necessarias é w(X )X Lo
e na se¢io 2.4.3, vemos que p(u) = u — vy, com p(u) € [v] e vy € [v]*, ou seja,
vy = u — p(u) € [v]t = u — p(u)Lo.

— e O —
Para provar que (7(X)X +u—p(u)) Lo, basta ver que (X)X Lv (Le. (r(X)X,v) =

0) e (u—p(u))Lv (ie. (u—p(u),v)=0), logo

0 = (m(X)X,0) + {u—=p(u),v)

= (M(X)X +u—p(u),v)

que implica, como pretendiamos,

(7(X)X 4+ u—p(u))Lv

e O ponto (7(X)® p(u)) & (7(X)X +u—pu) =X du

De fato, as propriedades de associatividade da acao @ e comutatividade da
soma de vetores nos permitem concluir que
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m(X) @ p(u)) ® (ﬁ+ u—pu))) =
=7(X) ® (plu) + T(X)X + (u —p(w))) =
=7m(X)® ((]M?T(X)X) + (u—p(w))) =
= [r(X) @ (10X +pw)] @ (u - plu)) =
= [(r(X) ®m(X)X) ®pu)] ® (u—p(u) =

Esta dltima igualdade nos garante que os pontos m(X) & p(u) e X @ u definem

um vetor (7(X) @ p(u)) (X @ u)/J_v. Portanto, o ponto w(X) @ p(u) é a projecdo
ortogonal de X @ u em R, ou seja, da definigao 2.4.3, da projecao ortogonal afim,
temos

(X @ u) =7(X) ©p(u).

—
Se chamarmos de ¥ = X @ u, teremos u = XY e consequentemente, a sua

projecao sera dado por

p(XY) = (X (V).

X®u
-
o s
u— p(u)
//////
XE
S 1
R _—
(X)X (X)X
—_—
o Plu)
m(X) m(X) & p(u)

Figura 2.1: Relacao da projecao ortogonal vetorial com a projecao ortogonal afim.
Baseado na figura 2 do artigo [20].

2.4.6 Algumas implicacoes

Veremos a seguir algumas implicacoes destas igualdades acima demonstradas.
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Projecao ortogonal e pontos médios

Proposicao 5 Dados os pontos A e B € E e Mag seu ponto médio. Entao n(Mag)
é o ponto médio entre m(A) e w(B), ou seja

AMapy = MapB = 7(A)n(Mag) = 1(Mag)n(B).

5 1
De fato, se AMsp = MABB, entdo Magp=A D 51@ Podemos entao escrever

7(Map) = n(A@%ﬂ%)
= w(4) & p(5AB)

= n(4)® ,p(AB)
1

= 7(A)& 3 (A)m(B

Que ¢é garantia de que m(Map) ¢ ponto médio entre w(A) e m(B).

Projecao ortogonal e mediatriz

Dado um ponto P € R, R C P, ha uma tnica reta £ C P que passa pelo ponto
P e é ortogonal a R, ou seja, os vetores de R e L sao ortogonais.

Existéncia: Seja a reta R = R(P,v) e o plano P = P(P,uy,v;), entdo em par-
ticular temos que P ® v = P @ (Au; + dvq) para algum A\, § € R, isto é,
v = Auy + 0v;. Assumindo sem perda de generalidade que os vetores u; e vy
sa0 unitarios, entao temos que o vetor u = —du; + Av; pertence ao subespaco
gerado por u; e vy e ademais é ortogonal ao vetor v ({u,v) = —AJ + \d = 0).
Tome entdo a reta £ = R(P, u).

Unicidade: Vem do fato que a dimensao do subespaco W = [uy,v1] é dois e a
dimensdo do subespaco ortogonal [v]* com respeito de W é 1.

Proposicao 6 Suponha que R = R(P,v) e L = R(P,u), com ulwv, e, seja X um
ponto do plano P = P(P,u,v). Entio sao equivalentes:

(a) X el

(b) n(X) = P (Projecdo afim com respeito a reta R)
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Uy

Figura 2.2: Relacao entre ortogonal e mediatriz. Baseado na figura 3 do artigo [20].

(c) d(X,Q1) = d(X,Q2), para quaisquer Q1,Q € R tais que P € o ponto médio
entre Q1 e (Qs.

Demonstracao: (a) = (b) Se X € L, entdo, pela defini¢ao da equacao da reta,
X = P @ tu, para algum t € R. logo

m(X) = 7(P®tu)
= w(P) & tp(u)
= Potl
= Pal="r
pois 7(P) = P e p(u) =0 (P € R e ulw).
(b) = (c) temos X € P tal que m(X) = P é a projegao ortogonal afim de X em
R. Fazendo XP = u; e tomando Q; e Q, € R tais que Q;Q5 = Q1P + PQ5, com

0D — PO,
Q1P = PQy = us, observamos que u; é ortogonal a reta R e uy é um vetor diretor
de R, logo temos u; Luy (pois m(P) = X = XP = XW(X;J_U).

e
Podemos observar na figura 2.2, que X@Q; = u; — us, logo para encontrarmos
a d(X,Q1), utilizaremos a definicdo 9, pagina 9, da distancia entre os pontos em
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relacdo ao produto interno. Sendo assim, temos

d(X, Q) (
<u1 - U27U1> - <U1 - U2,U2>
= (up,u1) — (uq, ug) — (uq, ug) + (ug, usg)
(up,ur) — 2{uy, ug) + (ug, us)

(

u, ur) + (ug, usg).

. —-—
Observe que o termo —2(uy, us) = 0, pois u; Luy. Pela mesma figura, temos X @y =
uy + ug, que, seguindo o mesmo raciocinio, apresenta o mesmo resultado, ou seja

d(X,Qs)? (uy + ug, uy + us)
(uy 4 ug, uq) + (ug + ug, uz)
= (u1,ur) + (ur, uz) + (ui, ug) + (uz, uz)
(w1, ur) + 2(ur, ug) + (uz, uz)
(

U1,U1> <U27U2>

que garante d(X,Q1)* = d(X,Q2)* = d(X, Q1) = d(X, Q).

(c)=(a)Admitindo que d(X, Q) = d(X, Q), para quaisquer (1, Q2 E R tais
que P é o ponto médio entre Q1 e Q2 ¢ X € P, observe que (XQ; + XQQ)J_QlQ;,
ja que

(XQ1 + XQ2,Q1Q2)

(XQ1 + X5, QiX + XQs)
(XQ1+XQ2, XQ2 — XQ1)
= (X Qm+XQLXQﬁ <XQW+XQMXQQ
(
(

XQs, XQo) + (XQ1, XQs) — (XQ3, XQ1) — (XQ1, X Q1)
X Qs XQs) — (XQ1, X Q1)
(X> Qz) - (X>Q1) = 0.

Utilizando a equacao do ponto médio entre dois pontos, ja que P é ponto médio
de Q)1 e (Y9, escolhendo O = X, concluimos que:

XP = (X, + XQL)

—
Mas como os pontos ()1 e ()y pertencem a reta R(P,v), entdo (Q1Q2 é multiplo
de v, ou seja, Q1Q)> = tv para algum t € R, logo, podemos concluir que X P_Lwv.
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Agora, como ulv e X?J_v, eue Xﬁ sao coplanares, entao esses dois vetores sao
linearmente dependentes, ou seja, X P = su para algum s € R, ou ainda,

PX = (—s)u= X =P & (—s)u.
Como L = R(P,u), concluimos que X € L. n
Com as definicoes apresentadas, seguiremos, no préximo capitulo, com os pontos

notaveis do triangulo e o objetivo maior desse trabalho que é a reta de Euler e a
circunferéncia dos nove pontos.
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Capitulo 3

Os Elementos e a construcao da
Circunferéncia dos Nove Pontos

Vimos no primeiro capitulo as construcoes geométricas. Neste capitulo utiliza-
remos as definicoes apresentadas no capitulo anterior para verificarmos a existéncia
e a construcao dos pontos notaveis do triangulo, da reta de Euler e da circunfe-
réncia dos nove pontos com um outro olhar algébrico, diferente do apresentado no
Ensino de Educacao Bésico e, até mesmo, na graduacao, com ilustragoes de cons-
trugoes geométricas com auxilio do software Geogebra! para ilustrar os conceitos
apresentados.

3.1 O Baricentro

Teorema 11 As trés medianas de qualquer tridngulo se interceptam em um unico
ponto G, denominado baricentro, que as divide em duas partes tais que o segmento
cujas extremidades sao o vértice e o baricentro ¢ o dobro do outro segmento.

Demonstracgao: Seja o triangulo ABC' formado pelos pontos A, B e C' € E
e os pontos médios de cada lado do tridngulo, opostos aos vértices A, B e C, res-
pectivamente, My, Mg e Mo € E, as medianas de ABC serao representadas pelas
retas Ra vy, Remy € Reom, que passam pelos pontos A e My, B e Mg, C e Mc,
respectivamente, conforme ilustra a figura 3.1.

Iniciaremos provando a primeira parte do teorema, ou seja, que o baricentro é o
tinico ponto de interseccao das medianas com ajuda de [24] e utilizando a proprie-
dade universal dos pontos em P, veja a proposicao 4, na pagina 33, ou seja, dado
um ponto O qualquer no plano, entao, ha um tnico ponto G tal que

lvide secdo 1.2, pagina 4.
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Figura 3.1: Triangulo ABC com o Baricentro G

(ﬁ:aﬁ—%ﬁ@JrvO?, coma+ f[+v=1.

1
Tomemos o = =7 = e teremos

o@—%@@%oﬁ%@

ou ainda,
1
G:O@g(0_1>4+0?+04€”).

Com a certeza que G é unico, basta, agora, mostrar que o ponto GG pertence as
retas que contém as medianas do tridngulo ABC, ou seja, que G é o baricentro do
triangulo ABC'. Podemos tomar O = A e teremos a identidade

G = A@%(ﬂ—l—@%—@)
= A@%(O—i—zﬁ—l—/@)
- A@%(E+E+@)
= A@%(Q@Jrﬁ)
= A@%(2ﬁ+2%@)
- A@%(E+%B?)
= A@%(EJFB—MX)

pp—
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Que garante que G € Ry ,. De forma andloga, podemos fazer também G =

2 —— 2 ——
B® 3(B]\JB) eG=C® (CMC) basta fazermos O = B e depois O = C.

Esta mesma equacao também nos garante a segunda parte do teorema, ou seja,
que G divide o segmento de reta formado por um vértice e o ponto médio do lado
oposto a esse vértice em duas partes, sendo o segmento com suas extremidades de-
finidas pelo vértice e pelo ponto G o dobro do segmento definido por G e o ponto
médio do lado oposto.

De fato, tomemos sem perda de generalidade, o caso demonstrado de
G= /1693(AA4A ) = AC = 3.AA4A)

— = 2 > 1
logo, GMy = GA+ AM, = _gAMA + AM, = §(AMA), donde concluimos que

AC = 2G M.

3.2 O Incentro

Teorema 12 As bissetrizes internas de um tridngulo se interceptam em um so ponto
1, denominado incentro, que é equidistante aos lados desse tridngulo.

Demonstracao: Considere o triangulo ABC em E. Denotemos por a,b e ¢ o
comprimento do lado BC, AC' e AB, respectivamente. Seja p = a+ b+ c o perimetro
do triangulo ABC'. Por simplicidade consideremos os vetores unitarios

. BZ% - CA Ag
a= , b= , C= .
a b c

— o
Observe que B? +CA+ 1@ = 0 implica

ad + bb + c¢ = 0.
A seguir considere as retas

h={A@tE-b)|t € R}
lp={B®td@-olteR}
le={Catb-altecR}
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Observe que as retas la,lg e I sdo bissetrizes do triangulo ABC pelo vértice A, B
e C, respectivamente.

A seguir vamos determinar o ponto de intersecao das retas 14 e lg. Seja P €
14 Nlg, entao

-

P=A@t(c—b)=Bds(d@—7)
para algum ¢, s € R. Estas igualdades nos garantem
AP = t(@—b), BP = s(d — &)

de onde concluimos que

_> —> — —
BP +PA=BA = —cé=s(id—&) — t(é—1b) = st +th— (s + 1)
como —cC = ad + bg, podemos escrever

si4th = —ci+ (s +1)¢ = —<1 - M)CE’: (1 - M)(ad—l— bb).

C C

Tendo em consideracao que os vetores a e b sao L.I. concluimos que:

(i) s = (1— (S+t)>ae(ii)t— (1— (S+t)>b.

C Cc

s i bs
De (i) e (i7) segue-se que — = , due implica em ¢t = —. Apo0s substituirmos a
a a

. S .
igualdade ¢ = — em () obteremos que

a
ac bc
s=—et=—.
p p
. bc_, be- . .
Assim P = A® | —c— —b |. Por outro lado, pela propriedade universal dos pontos
p p

em P, sabemos que existe um tnico ponto I € [ tal que

1_0@(2.m+9.@+§.w)

p p

b

para todo O € E, ja que ¢ + -+ - 1. Em particular escolhendo O = A,
p p D

concluimos que

= A@(é.@ 4 f.@)— A® (9.05— f.bz?)— P
p P P P
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que é o ponto de intersecao de 14 e 1p.

De maneira analoga, podemos fazer o mesmo para l4 e lg e encontraremos
I =1,N1gNlc que é o incentro do triangulo ABC.

Quanto a ultima parte do teorema, como a bissetriz é o conjunto dos pontos
equidistantes de dois lados do triangulo e I € 14,1p,1¢, entao I é equidistante aos
lados do triangulo. [

3.3 O Circuncentro

Teorema 13 As mediatrizes de um tridngulo se interceptam em um tinico ponto O,
denominado Circuncentro, que € equidistante aos vértices desse tridngulo.

Demonstragao:

Sejam os pontos A, B e C' € Papc os vértices do triangulo ABC', os pontos
My, Mp e M¢, respectivamente, os pontos médios dos lados BC, AC' e AB, deno-
taremos por Ri; n RJ@B e Ri .. as mediatrizes dos lados BC, AC' e AB, respectiva-
mente, ilustrados na figura 1.5, pagina 8.

Tomando as Mediatrizes Rﬁc e RﬁA, que, evidentemente sao concorrentes, ob-
servamos que ha um ponto X tal que Ry, N Ry, = {X}.

Se utilizarmos a proposicao 6, da pagina 41, entao podemos tomar no lado BC,
o ponto médio M, entre A e B e a mediatriz, em relacdo a AB, Rj“. Como
X € Ry, > entao

X € Ry, © 7(X) =My < d(X,B) =d(X,0).

Podemos concluir, analogamente por permutacao de A, B e C, que

d(X,A) = d(X, B),d(X, A) = d(X, C),

ou seja,

d(X,A) = d(X,B) = d(X, O).

Se X também pertence a RﬁB e ’Rﬁc, logo, fazendo X = O, concluimos que O
é o tinico ponto de interseccao das trés mediatrizes de ABC. [
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3.4 O Ortocentro

Teorema 14 As alturas de um tridngulo se interceptam em wm tnico ponto H,
denominado Ortocentro.

Demonstracao: Sejam O € E o circuncentro do triangulo ABC', defina o ponto
H por

H:O@(O_I>4+O‘B>+07).

Sejam Hy = w(A), Hg = n(B) e Ho = w(C) as projecoes ortogonais de A, B
e C sobre Rpc?, Rac e Rap, respectivamente. Observe que, como ilustra a figura
3.2, os pontos Ha, Hg e He sao os pés das alturas do triangulo ABC.

Figura 3.2: Triangulo ABC com o ortocentro H.

Tomemos, sem perda de generalidade, o pé de altura H4 e o vetor que é definido
por esse ponto e H, ou seja HyH que pode ser escrito como

HAE\ Zerfﬁ[.

Por outro lado, se Hq = m(A), entao HAﬁ é ortogonal ao vetor @ Se provarmos
que ﬁ também é ortogonal a @ entao HqA, que é a diferenca entre esses dois

vetores, serd ortogonal a BC' e, por passar pelo vértice A, serd a altura em relagao
ao lado BC.
Partindo da equacao

H:O@(O_XHO?JFO?),

2Reta que passa pelos pontos B e C.
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que também pode ser escrita como
OH = OA+ OB +0C
logo, podemos fazer
OH — OA = 0B +0C = OH + AO = OB + OC' = AH = OB + OC.

Agora, para termos me@, usaremos o produto interno:

(AH,BC) = (0B +0C,BO +0C)
= <(ﬁ+(ﬁ,@>+<(ﬁ+@,@)

<(ﬁ§, ﬁ> + <(ﬁ, 1@> + <O@, (ﬁ> + <(ﬁ, (ﬁ>
— _(0B,0B) — (0C,0B) + (0B,0C) + (OC,0C)
— _(OB,0B) + (0C,00)
— —d(0,B) +d*(0,C) = 0.

Como /F[)J_B?, podemos concluir que o vetor HAﬁ também é ortogonal ao
vetor B?, logo

W(H)IHA

Se permutarmos os vertices do triangulo ABC, concluiremos que w(H) = Hp e
m(H) = Hg, ou seja, H pertence as trés alturas do triangulo ABC. [

3.5 A Reta de Euler

Teorema 15 O baricentro G, o Circuncentro O e o Ortocentro H, de um tridngulo
sao colineares.

Demonstracao: deixando o caso trivial de G = O, de lado, ja que nesse caso,
G = O é colinear com H, admita G # O, logo O@ é um vetor nao nulo em V.

Partindo da equacao do baricentro, temos
1
GzO@g((TélJrO-z%)Jr(ﬁ)

ou, equivalentemente,

0G = ~(OA+ 0B + 0C)

1
3
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mas, utilizando a equacao
o
H=0&(0A+ 0B +00)
que também pode ser escrita como

OH = OA+ OB +0C

lOgO, podemos reescrever a equa(;éo anterior como
1

que implica

OH — 30C.

Agora, com muita simplicidade, podemos provar que O, G e H sao colineares:
e 0O=0% OO?

« G=080G

e H=0® 07} =06 30@

Podemos concluir entao que o vetor O@ transporta o ponto O para os pontos
O, G e H, ou seja, todos esses pontos notaveis pertencem a reta Rocﬁ conforme
ilustramos na figura 3.3. [

Figura 3.3: Triangulo ABC' com os pontos O, G e H e a reta de Euler
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3.6 A Circunferéncia dos Nove Pontos

Para definir a circunferéncia dos nove pontos, primeiramente, iremos definir os
trés pontos de Euler a seguir.

3.6.1 Os Pontos de Euler

Os pontos chamados Pontos de Euler sao os pontos médios entre o ortocentro H
e cada veértice do triangulo ABC. Denotaremos por F4 o ponto de Euler referente
ao vértice A e por raciocinio andlogo, os outros dois pontos Fg e F¢, conforme a
figura 3.4.

Utilizando a equacao do ponto médio entre dois pontos, podemos definir uma

equacao do ponto de Euler F 4, que é o ponto médio entre o ortocentro H e o vértice
A do tridngulo ABC', como sendo

EA:A@%,FI.

Figura 3.4: Triangulo ABC' com os pontos E4, Eg, e E¢, denominados pontos de
Euler.

3.6.2 Circunferéncia

Até aqui, ja definimos a reta, o plano e um triangulo. A seguir, definiremos uma
circunferéncia em E.
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Definicao 16 Dados um ponto Py € E e r um numero real positivo, a circunferéncia
em E de centro em Py e raio r, denotada por C(Py,r) € definida por

C(Po.r) ={Q € E | d(Q. Py) = r}.

3.6.3 A circunferéncia dos nove pontos

Seja N € E ponto médio entre o circuncentro O e o ortocentro H, ou seja, pela
equacao do ponto médio podemos fazer

1
N=0¢& EO‘F[}
e r a metade da distancia entre O e cada vértice do triangulo ABC' em E, ou seja

1 1 1

A representagao do ponto N na reta de Fuler esta ilustrados na figura 3.5.

A

Figura 3.5: Reta de Euler com Ortocentro H, Circuncentro O e o ponto médio N
entre os pontos O e H.

Teorema 17 Seja o tridngulo ABC' € E, os pontos Ma, Mg, Mc, Ha, Hg, He,
Ea, Ep e Ec pertencem a circunferéncia C(N,r) de centro em Py e raio v, denomi-
nada circunferéncia de Nove pontos.

Demonstraremos esse teorema dividindo os nove pontos em trés grupos de trés
pontos:
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e O grupo dos pontos médios M4, Mg, My, dos lados BC,C'A e AB, respecti-

vamente;

e O grupo dos pontos de Euler E4, Eg, Ex, ponto médio do segmento determi-
nado pelo ortocentro H e pelos vértices A, B e C, respectivamente;

e O grupo dos pés da altura H,4, Hg, Ho, respectivamente, pelos vértices A, B

e C;

Para mostrar que os pontos dos dois primeiros grupos pertencem a circunferéncia
dos nove pontos utilizaremos a propriedade universal dos pontos em P (Proposi¢ao
4), na pagina 33. Para mostrar que os pontos do tltimo grupo pertencem a C(N,r),
utilizaremos, basicamente, a nocao de projecao ortogonal afim, sobretudo a equacao
do ponto médio, na subsecao 2.3.3, pagina 34 e a proposicao 6, pagina 41.

Os pontos médios do tridngulo ABC pertencem a circunferéncia de nove

pontos

De acordo com a equacao
1 —H>
N=0& 50 ,

e temos a equacao

OH = 04+ 0B + OC.

Assim podemos escrever
N:O@%(O_JHO?JFO?).
Da equagdo do ponto médio, vem que
My=0& %(078> + @)
logo,
N = O@%[(TZH (O?+O?*)}
= [O@%(O?JFO—C”)]@%(TK

1—
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Ou equivalentemente,

que implica
1
d(Ma,N) = §d(O’A) =7

donde concluimos que M4 € C(N,r).
Se usarmos raciocinio analogo, permutando os pontos M4, Mg e M¢, chegare-

mos a conclusao que essa demonstracao também serve para mostrar que Mg e M¢
pertencem a circunferéncia dos nove pontos como ilustra a figura 3.6.

Figura 3.6: Pontos médios My, Mp e My do triangulo ABC pertencentes a circun-
feréncia C(V, r).

Os pontos de Euler pertencem a circunferéncia dos nove pontos

Voltando a usar a equacao do ponto médio, ja que N divide o segmento OH em
segmentos congruentes, logo a equacao

N:O@%@8+5ﬁ%

Em que O é um ponto qualquer de E. Em particular, tomando O = A temos

N:A@%@8+Zﬁ%
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Figura 3.7: Pontos de Euler E4, Ep e E¢ do triangulo ABC pertencentes a circun-
feréncia C(NV, r).

que também pode ser escrita como
N:A@%(ﬁJrB) & N = (A@%/ﬁ) @%ﬁ.
Observe que, segundo a equacgao dos pontos de Euler,
Ei=Aa %Ef
que pode ser substituida na equacao anterior, chegando & expressao
N = Bso %E
= BN = A0
= d(EoN) = 2d(4,0)=r

donde concluimos que E4 € C(N,r). Da mesma forma que fizemos com os pontos
médios, podemos também, com raciocinio analogo por permutacao dos ponto de
Euler E4, Ep e E¢, concluirmos que Eg e Ec também pertencem a circunferéncia
dos nove pontos conforme ilustra a figura 3.7.

Os pés das alturas de um tridngulo pertencem a circunferéncia dos nove
pontos

Chamaremos de 7 a fun¢ao que associa um ponto P € E a sua projecao ortogonal
afim 7(P) € E no lado BC' do triangulo ABC'
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Da definicao de ortocentro na se¢ao 3.4, pagina 51, vem que as projecoes orto-
gonal afim do ponto H nas retas Rp ¢, Rac € Ra p sdo, respectivamente H,, Hp
e He, ou seja

W(H) = HA.

da mesma forma, da definicao de circuncentro na secao 3.3, pagina 49, também
podemos observar que a projecao ortogonal afim do ponto O nas retas Rp,c, Ra.c
e Ra,p sao, respectivamente My, Mp e M¢, ou seja,

Figura 3.8: proje¢oes ortogonais afins dos pontos H, N e O na reta Rpc.
Na figura 3.8 ilustramos as proje¢oes 7m(H ), m(N) e 7(O) onde deduzimos que as
retas Ry, Ryxv) € Rom, sao paralelas. Logo, da equagao do ponto médio vem
que, se N é ponto médio entre H e O, entao w(N) é ponto médio entre 7(H) = H,

eﬂ'(O) :MA.

Agora, da proposigao 6, vem que, fazendo P = w(N), Q1 = Ha e Qs = Ma,
concluimos que

11—
N € RN,T((N) @W(N) =H;,P EHAMA == d(N,HA) = d(N,MA) =r
provando que H4 € C(N,r).
E 6bvio que, como fizemos com os pontos médio e os pés das alturas, se usarmos

um raciocinio analogo permutando os ponto H4, Hg e H¢, chegaremos a conclusao
que Hp e Ho também pertencem a circunferéncia dos nove pontos.
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3.6.4 Consideracoes Finais

A circunferéncia dos nove pontos esta representada graficamente na figura 3.10.
A seguir, faremos algumas consideracoes que julgamos importantes:

1. Os ponto M4, E4 e N sao colineares.

De fato, das equacoes
—_—
L MAN = %OA,
o FyN = %@,

j& demonstradas, podemos fazer

e concluirmos que M4 N e E4oN sao linearmente dependentes, logo, M4, F 4 e
N pertencem & mesma reta que pode ser escrita como P (N, AO), como ilustra
a figura 3.9.

Figura 3.9: Alinhamento de E4, N e My4.
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]\fc He

A

Figura 3.10: Circunferéncia dos nove pontos

2. A distancia entre os pontos M4 e E4 equivalem ao diametro da circunferéncia
dos nove pontos.

De fato, considerando que
L d(MAa N) - d(N7 EA) =
e N ¢ um ponto entre My e E 43
e O diametro D ¢é o segmento que mede 2r.

Podemos concluir, em especial, que d(My, E4) é o didmetro da circunferéncia
de centro em N e raio r.

3. Vérias outras propriedades dos pontos notaveis do triangulo podem ser de-
monstradas pelos mesmos métodos algébricos apresentados nesse trabalho,
como, por exemplo, G divide OH na proporcao GH = 20G.

4. Ao concluirmos o trabalho, sugerimos que essa pesquisa possa prosseguir na
procura de demonstragoes de outros elementos da geometria, sobretudo a co-
nica dos nove pontos que nos pareceu belissima e um 6timo objeto de estudo.

3N estd entre My e E4, pois, My € BC e E4 esta entre H e A, vértice oposto ao lado BC;
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