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Logica Proposicional - Limitacoes
-

e A logica proposicional, gue estudamos até
agora, cobre a analise de proposicoes
compostas, I.e., proposicoes simples ligadas
por conectivos.

e Porem, a logica proposicional nao e
expressiva o suficiente para capturar todas as
afirmacoes matematicas.



Logica Proposicional - Limitacoes
-

Exemplos

e 1 “Todos os alunos de S| sao estudantes
dedicados’, e que

e 2 “Joana € aluna de SlI.
e Intuitivamente, podemos, entao, concluir que
e 3 “Joana € uma estudante dedicada.”

e Este tipo de inferéncia so € possivel apos
Introduzirmos o conceito de predicados e
guantificadores.



Predicados
« /7

e Um predicado € uma sentenca que contém um
numero finito de variaveis e que se torna uma
proposicao quando as variaveis sao
substituidas por valores especificos.

e Intuitivamente, predicados: dao qualidades a
sujeitos, relacionam sujeitos entre si, ou
relacionam sujeitos a objetos.



Predicados
« /7

e Os predicados sao classificados de acordo com
0 nUmero de suas variaveis. Um predicado
P(x1, X2, ..., xn) de n varidveis é chamado de
um predicado n-ario.

e Seja P(x) o predicado unario (de 1 variavel)

“X 2 10!!.

P(5) = F, pois substituindo x por 5 em “x =2 107,

obtemos uma afirmacao falsa.



Predicados
« /7

e Os predicados sao classificados de acordo com
0 nUmero de suas variaveis. Um predicado
P(x1, X2, ..., xn) de n varidveis é chamado de
um predicado n-ario.

e Seja P(x) o predicado unario (de 1 variavel)

“X 2 10!!.

P(5) = F, pois substituindo x por 5 em “x =2 107,

obtemos uma afirmacao falsa.



Predicados
« /7

e Seja C(x, y) o predicado binario
‘X é capital de y”.
C(Brasilia, Brasil) = V, pois substituindo x por

Brasilia e y por Brasil em “x é capital de y”,
obtemos uma afirmacao verdadeira.



Quantificadores

e Como um predicado nao tem valor de verdade
em si, € preciso instanciar os valores de suas
variaveis para transforma-lo em uma proposicao.

e Para transformar um predicado em uma
proposicao, podemos
1. atribuir valores especificos para todas variaveis,

2. quantificar em qual faixa de valores de cada
variavel a proposicao pode ser considerada
verdadeira. Usamos palavras como “nenhum?,
“todos” e “algum” para quantificar predicados.



Quantificadores - Dominio
-

e Dado um predicado de varias variaveis, o dominio
é 0 conjunto de valores gue as variaveis podem,
em principio, assumir.

1. No predicado “x = 2”7, o dominio de discurso

pode ser 0 conjunto dos reais ou 0 dos inteiros.

2. No predicado “A pessoa x nasceu no paisy’, o
dominio de x pode ser o conjunto de todas as
pessoas, e o dominio de y pode ser o conjunto
de paises no mundo. O dominio de um
predicado “e essencial para sua quantificacao.



Quantificador Universal
-

e Dado um predicado P(x), sua quantificacao
universal é vx : P(x) significando “Para todos os
valores x no dominio, P(x) € verdadeiro” ou
simplesmente

“Para todo x no dominio, P(x)” O simbolo V € o
simbolo de quantificador universal. A proposicao

VX : P(X) € verdadeira se P(x) é verdadeiro para
todo x no dominio, falsa se ha algum x no dominio
tal que P(x) seja falso. Um elemento x tal que P(x) =
F € um contra-exemplo para vx : P(x).



Quantificador Existencial
-

e Dado um predicado P(x), sua quantificacao
existencial é 3Ax : P(x) significando “Existe um

valor de x no dominio tal que P(x) € verdadeiro”
ou simplesmente

“Existe x no dominio tal que P(x)” O simbolo 3 é o
simbolo de quantificador existencial. A proposicao
3x : P(x) e verdadeira se P(x) € verdadeiro para ao

menos um X no dominio, falsa se para todo x no
dominio P(x) é falso.



Quantificador Universal/Existencial
-

O quantificador universal (V) corresponde a uma
conjuncao e o guantificador existencial (3)
corresponde a uma disjuncao.

Por exemplo, supondo D ={a, b, c}, a formula
vXp(X) denota p(a) A p(b) A p(c) e a formula 3Xq(X)
denota g(a) v g(b) v g(c). Assim, lembrando que
=(a A B) = (ma v 7B), é facil perceber que

=V Xp(X) = IX-p(X). De modo analogo, concluimos
que -3AXP(X) = VX-p(X).



Negando expressoes guantificadas
-

e A negacao de expressoes quantificadas é dada
por equivaléncias conhecidas como leis de De
Morgan:

e Leis de De Morgan para quantificadores
AVX @ P(x) = 3x : 2P(x)
-3x : P(x) = vx . =P(X)



Negando expressoes guantificadas
-

e P : “Todos os programas de computador sao
finitos.”

e 7P : “Nem todos os programas de computador
sao finitos.” = "Existe um programa de
computador que nao “e finito.”



Negando expressoes guantificadas
-

e Verifique se as sentencas a seguir sao
equivalentes:

— “Nem toda estrada é perigosa” e “Algumas
estradas nao sao perigosas’.

— “Nem todo bébado é fumante” e “Alguns bébados
sao fumantes”.



Enunciados Categoricos

e Ha quatro tipos de sentencas, na logica de
predicados, denominadas enunciados

categoricos:
e Universal afirmativo: enunciados da forma

v X[p(X) — q(X)] como, por exemplo, “Todos os
homens sao mortais”.

e Universal negativo: enunciados da forma

v X[p(X) — 7q(X)] como, por exemplo, “Nenhum
homem é extra-terrestre”.



Enunciados Categoricos
S

e Particular afirmativo: enunciados da forma

AX[p(X) A g(X)] como, por exemplo, “Alguns homens
sao cultos”.

e Particular negativo: enunciados da forma

AX[p(X) A 7q(X)] como, por exemplo, “Alguns
homens nao sao honestos”.



Exemplos de Enuncilados
Categoricos
-

- “Toda cobra € venenosa’
vX[cobra(X) — venenosa(X)]

- “Os remedios sao perigosos”:
vX[remedio(X) — perigoso(X)]
- “Nenhuma bruxa € bela”:
vX[bruxa(X) — —bela(X)]

- “Nao existe bébado feliz”:
vX[bebado(X) — —feliz(X)]



Exemplos de Enuncilados
Categoricos
-

- “Algumas pedras sao preciosas’:
AX[pedra(X) A preciosa(X)]
- "Existem plantas que sao carnivoras’.
I X[planta(X) A carnivora(X)]
- “Alguns politicos nao sao honestos”:
3 X[politico(X) A =honesto(X)]

“Ha aves que nao voam”:
I X[ave(X) A ~voa(X)]




Quantificador — ordem de
precedéncia

e Os quantificadores V e 3 tém precedéncia sobre
todos os operadores da logica proposicional (=, A,
V, —, <, ...). Por exemplo:

1. A proposicao vx : P(x) v Q(x) significa

(VX :P(x)) VvV Q(x). Note que a proposicao nao

significa vx : ( P(x) v Q(x) ). Deve-se usar

parénteses para expressar o gue realmente se
deseja.



Traduzindo de linguagem natural
para expressoes logicas

e EXxpresse como expressoes quantificadas as
seguintes afirmacoes em linguagem natural:

“Nenhuma arara é pequena.”
“Araras sao coloridas e grandes.”

“Existe uma arara que nao e colorida, nem
peqguena.”



Traduzindo de linguagem natural
para expressoes logicas

Primeiro tomamos como universo de discurso o
conjunto de todos os animais, entao definimos 0s
seqguintes predicados:

A(X) : “Xx € uma arara”
C(x) : “x € colorido”
P(x) : “x € pequeno”



Traduzindo de linguagem natural
para expressoes logicas

“Nenhuma arara € pequena’
=3X : (AX) A P(X))
Forma equivalente: vx : ( A(x) — 7P(x) )



Traduzindo de linguagem natural
para expressoes logicas

“Araras sao coloridas e grandes’:

VX : (A(X) = C(x) A =P(X))

“Existe uma arara que nao € colorida, nem
pequena’:

X : (AX) A 2C(X) A =P(X) )



Quantificadores Aninhados
-

Muitas expressdes usam multiplos quantificadores
aninhados. Por exemplo, no universo de discurso
dos numeros reais, temos 0 seguinte.

1. A expressao

VX:Vy: ((X>0)A(y<0)— (xy<0)) significa
“O produto de guaisquer dois reais de sinais
opostos é um real negativo.”

2. A expressao vx : 3y : (x +y = 0) significa

“Todo numero real tem um numero real oposto (isto
@& aue somado ao oriainal resulta em zero) ”



Traduzindo de linguagem natural
para expressoes logicas

!eja 0 segum!e preglcaao soEre 0 50m||n|o de todas

as pessoas: A(X, VY): “A pessoa x ama a pessoa y”
vx : 3y : A(X, y) significa “Todo mundo ama
alguem.”

3y : VX : A(X, y) significa “Existe alguem que é
amado por todo mundo.”

vy : 3x : A(X, y) significa “Todo mundo € amado por
alguem.”

X : Yy : A(X, y) significa “Existe alguem que ama
todo mundo.”




Traduzindo de linguagem natural
para expressoes logicas

!xpresse COMO exXpressoes quan!lllcagas as

seguintes afirmacoes em linguagem natural,
considerando que estamos falando apenas de
estudantes da universidade:

“Todo estudante tem um amigo que nao sabe
dirigir.”

“Ha um estudante que nao sabe dirigir nem tem
amigos que saibam.”

“Cada estudante tem exatamente um amigo que
nao sabe dirigir.”




Traduzindo de linguagem natural
para expressoes logicas

!o‘uga“o.

Primeiro definimos 0s seguintes predicados sobre o
universo de todos os estudantes da universidade:

D(x) : “x sabe dirigir”

A(X, y) : "X e y sdo amigos”

Assim podemos traduzir as sentencas para
linguagem formal como a seguir.



Traduzindo de linguagem natural
para expressoes logicas

1. ‘O!O es!ugan!e !em um amigo que nao sabe

dirigir’: vx:3y: (A, Yy) A-D(y))
2. "Ha um estudante que nao sabe dirigir nem tem
amigos que saibam.™
3x 1 (~D(x) A vy : (A(x, y) — 7D(y) ) )
3. “Cada estudante tem exatamente um amigo que
nao sabe dirigir’:
vx:3ay: (AKX, y) A-D(y) AVvz: (AKX z) AD(z) >y
=7 ) ) ou, de forma equivalente: vx : 3y : (A(X, y) A
DY) AVZ . (AX, 2)AYyFz—D(z)))




Negacao de quantificadores
aninhados

g negacao He quan!lllcagores anm”agos usSa as

mesmas leis de De Morgan para negacao de
guantificadores.

AVX 1 P(x) = 3x : =P(x)
-3x : P(x) = vx . =P(X)




Negacao de quantificadores
aninhados

Seja A(X, y) a proposicao “A pessoa X ama a pessoa
y’ com dominio todas as pessoas do mundo.

P:vx:3y:A(X, Yy) “Todo mundo ama alguem”
AP avXx o3y A(X, Y) =

Ix -3y A(X, Y) =

X : VY =A(X, Y)
“Existe alguém que nao ama ninguem.”



Negacao de quantificadores
aninhados

Sejam o0s seguintes predicados sobre o dominio de
estudantes:

D(x) : “x sabe dirigir”

A(X, y) : "X e y sao amigos”

Proposicao

P:vx:3y: (A, Yy) AD(y) ) Afirmativa: “Todo
estudante tem um amigo que nao sabe dirigir.”

=P 3ax: vy : (A(x,y) — D(y) ) Negacao: “Existe um
estudante cujos amigos todos sabem dirigir.”



Exerciclos

o !raauza as sen!en(;as em sLmEo‘os 50 !élculo de

Predicados. Para realizar a traducao, em cada
bloco de sentencas simbolize os predicados, as
constantes e as variaveis, e depois rescreva a
sentenca toda utilizando estes simbolos.

(1) Todos sao felizes.

2) Algumas pessoas sao felizes.
3) Nenhuma pessoa e infeliz.

(4) Joao nao é feliz.

(5) Carlos e Carolina sao felizes.




Exerciclos

6 !omeu ama !u‘le!a

Edipo ama Jocasta.

Todos amam Maria.

Maria nao ama ninguém

10. Romeu ama Maria e Romeu nao ama Julieta.
11. Todos amam Romeu mas ele ndo ama ninguem.
12. Jane ama Tarzan que também ama Jane.

-
38
9



Exerciclos
«_oL_ 00777

13. Tudo gque sobe, desce.

14. Nenhum ledao € manso.

15. Todo circo tem palhaco.

16. Toda pedra preciosa e cara.

17. Nenhum homem é infalivel.

18. Alguns escritores sao cultos.

19. Ninguém gosta de impostos.

20. Existem impostos que nao sao bem empregados



Exerciclos

O !!ua‘ e| 0 va‘or-vergage He caﬁa uma Has formulas

a seguir na interpretacao onde o dominio é o
conjunto de numeros inteiros, O(x) € "x é impar",
L(X) € "x < 10" e G(x) é "x >9"?

o W M=



Exerciclos

O !!ua‘ e| 0 va‘or-vergage He caﬁa uma Has formulas

a seguir na interpretacao onde o dominio consiste
nos numeros inteiros?

(VX)) 3Fy)x + y = X).

(@3X)EY)C = y).

©NOUTEWN F
<
x
<
<
=
A
<



Regras de Inferéncia para
proposicoes quantificadas

!S!&S regras He |n|erenC|a Sao mw!o usagas em

argumentos matematicos, muitas vezes de forma
Implicita. Regras de inferéncia importantes para
l0gica de predicados:

Nome ‘ Regra de inferéncia
Instanciacao Vx: Fix)
universal P(c)
I“ﬂa“{.iaﬁn Z.l.:l' . P(I]
existencial P(c) para algum elemento ¢




Inferéncia na logica de predicados

!on5|5eremos 0 argumen!o:

homem(socrates), YX[homem(X) — mortal(X)} |=
mortal(socrates)

Normalizando essas formulas, obtemos:
homem(socrates),~homem(X) v mortal(X)} |=
mortal(socrates).

Como a variavel X e universal, podemos substitui-la
por qualquer constante do dominio (X = socrates),
assim obtemos uma nova instancia da formula
shomem(X) v mortal(X) e, assim temos:




Inferéncia na logica de predicados

!on5|5eremos 0 argumen!o:

homem(socrates), YX[homem(X) — mortal(X)} |=
mortal(socrates)

Normalizando essas formulas, obtemos:
homem(socrates),~homem(X) v mortal(X)} |=
mortal(socrates).

Como a variavel X e universal, podemos substitui-la
por qualquer constante do dominio (X = socrates),
assim obtemos uma nova instancia da formula
shomem(X) v mortal(X) e, assim temos:




Inferéncia na logica de predicados
S

(1) homem(socrates) A
(2) =homem|socrates) Vv mortall socrates) A/ X=socrates

(3) mortalsocrates) RES(1,2)




Outro Exemplo

(a) |OHOS 0S ma!rlcu‘agos em ‘H!FOHU(}&O

Inteligéncia Artificial sdo estudantes dedicados” e

() “Nicoly esta matriculada em Introducao a IA”
Implicam a conclusao

) “Nicoly € uma estudante dedicada”

Os predicados, tendo como dominio o conjunto de
todos os estudantes:

M(X) : “x esta matriculado em Introducao a IA”
D(X) : “x € um estudante dedicado.”




Exemplos

QS premissas 50 argumen!o Sao, en!ao:

(@) vx : ( M(x) — D(x) ) (b) M(Nicoly)

A conclusao do argumento é:

(c) D(Nicoly)

Derivamos a conclusao a partir das premissas da
seguinte forma

1. Vx:(M(x)— D(x)) Premissa (a)

2. M(Nicoly) — D(Nicoly) Instanciacao universal de (1)

3.  M(Nicoly) Premissa (b)

4.  D(Nicoly) Modus ponens usando (2) e (3)



Instanciacao Universal/Existencial
-

O principio de instanciacao universal, que nos
permite substituir uma variavel por uma constante
gualquer do seu dominio, so funciona corretamente
para variaveis universais. Considere a sentenca
“Todo mestre tem um discipulo”

vX[mestre(X) — 3Y [discipulo(Y, X)]



Instanciacao Universal/Existencial

!engo Q uma varla| ve‘ unlversa‘, pogemos Ssubstitui-

la por qualguer constante e a sentenca obtida
continuara sendo verdadeira. Por exemplo X =
Platao e obter a seguinte instancia:

mestre(Platao) — 3Y [discipulo(Y, Platao)].

Agora, substituindo a variavel existencial, obtemos a
Instancia: vX[mestre(X) — [discipulo(Platao, X)], que
afirma e que “Todo mestre tem um discipulo
chamado Platao”. O significado da sentenca original
fol perdido. Isso acontece porque o valor de Y

AAanAandAa AAa vialar nac~aAallhiAdA RmAara




Skolemizacao.

Uma !orma ge e‘lmlnar uma varlavel ems!encial ,

sem alterar o significado da sentenca original, €
admitir a existéncia de uma funcao que representa
0 valor correto para substituir a variavel existencial.
Por exemplo, poderiamos substituir a variavel
existencial Y pela funcao seguidor(X), veja:
v X[mestre(X) — [discipulo(seguidor(X), X)]




Skolemizacao.
-

Skolemize as seguintes formulas:
e Todo céao é fiel ao seu dono
e Existe um lugar onde todos sao felizes.



