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- Curvas
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Curvas e Superficies - Introducao

- Curvas sao a base, tanto da geracao de formas simples,
como circulos e elipses, quanto na criacao de projetos
complexos como automoveis, navios, aeronaves ou ateé
mesmo faces e corpos humanos.




Curvas e Superficies - Introducéao

- Desempenham um papel importante em varias areas,
como criacao de objetos e visualizacao de fendmenos

cientificos.
- Uma curva pode ser representada:

- Por uma sucessao de linhas retas que ligam pontos especificos.

- Por um conjunto de pontos de controle que determina atraves de
uma equacao uma curva passe proximo deles.




Representacao de Curvas

- Arepresentacao analitica de curvas pode usar ou néao
parametros, se subdividindo entado em:

1. paramétricas

2. nao-parametricas
2.1. explicitas
2.2. implicitas.



Representacdo de Curvas

.1 Formas parameétricas

- As coordenadas sao dadas em termos de um ou um conjunto de
parametros (t, 6, etc.).

Exemplo de curvas no plano: P(t) = (x(t), y(t))
Circuferéncias
p(t)=(rcost, rsent)

»Segmentos
P(t) = pg + 1(P4-Po)




Representacdo de Curvas

Curvas de Bézier .
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Representacdo de Curvas

2. Formas nao-parameétricas
N&o ha parametros na representacao
y = f(x) ou x = f(y) ou f(x,y)=0



Representacdo de Curvas

2.1 Forma ndo-paramétrica explicita : E dada por uma
equacao do tipo y = f(x), ou seja uma das coordenadas é
explicitamente dada em funcao das outras. Exemplos:

1. Equacao genérica explicita de uma parabola:
y=ax®*+hbx+c
2. Equacao de uma reta
y=mx+Db

y=2x—1loux=%(y+1)

3. Equacao de um semi-circulo de raio 2

4. Polindmios: Y =V2' =X ou X=42° -y

y=P(X) =ax"+a, X"+ ... +ax?+axt+a,



Representacdo de Curvas

- Obtém-se um valor de y para cada valor de x dado.

Nao permite representar correspondéncias
sobrejetivas!
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Representacdo de Curvas

2.2. A Forma nao-paramétrica implicita ndo tem essa
limitac&o. Nela as coordenadas sao relacionadas por uma
funcdo. Asua formae f(x,y)=0ou f(x,y,z)=0 (em 3D).

- Exemplo: x?+y2=R? f(x,y)=x>+y?-R?*=0



Representacdo de Curvas

- Exemplo: secOes conicas.
ax?+bxy +cy?+dx+ey+f=0
- Essa expressao representa a variedade de curvas planas
denominadas secdOes conicas. Essas curvas (cinco) sao

obtidas pelo corte de um cone por um plano, resultando
em: circulo, elipse, parabola, hipérbole, reta.



Representacao de Curvas

Right cone

Plane H‘l

Hyperbola
(a) (b)

Ellipse
(c)




Representacao de Curvas

Conica Forma Parameétrica Forma Implicita

Elipse X =acos 6 x>y’ 1-0
y =b sen 8 22 + [Ea

Pardbola |x =at? y = 2at y?—4ax =0

Hipérbole X a cosh 6
¥y=b senh 4




Aproximando Objetos Uni-dimensionais

YA

( cos t, Y+Rsin t,0)
R
§
»
%

(a) (b)

Suponha que existe uma funcao que imprime um ponto na
tela dadas suas coordenadas (X,y,z), como vc
Implementaria o circulo a partir da sua equacao
parameétrica x=X+Rcost, y=Y+Rsint, z=0, 0<=t<=2pi

> Onde (X,Y,0) € o centro e R é o raio do circulo.



Aproximando Objetos Uni-dimensionais

Considere N=4 e t=2*PI*I/N

Parai=0 => t=2*PI1*0/4 = 0O =0
Parai=1l => t=2*PI1*1/4 =PIl/2 =90
Parai=2 => t=2*P1*2/4 = PI =180

‘Parai=3 => t=2*P1*3/4 = 3*PI1/2 =270



Aproximando Objetos Uni-dimensionais

Exercicios:

1. Como vocé implementaria o circulo a partir da sua
equacao explicita

2. Usando a equacao implicita como vocé pintaria de cores
diferentes os pontos do circulo, os pontos dentro do
circulo e os pontos fora do circulo.

3. Como vc desenharia uma curva senoidal entre x=-2*pi e
X=2*pi, com a equacao paramétrica (x,y)=(t,sent) e com
a equacao explicita y=sen Xx;
4. Como vc deduziria a equacao de uma hélice (espiral) a
7 partir da equacéao do circulo.

[En



Aproximando Objetos Uni-dimensionais

Exercicios:

5. Como vocé implementaria um cone a partir da equacao do
circulo.

6. Como vocé implementaria um anel a partir da equacéao de
um circulo.



Curvas de Bézier

- E uma técnica de aproximacao de curvas.

- Uma curva de Bézier pode ser gerada por 3, 4, até n + 1
pontos de controle (ajuste para um polindbmio de grau n).

- Geralmente utiliza-se quatro pontos de controle (forma
cubica).

- A curva passa pelo primeiro e pelo ultimo ponto de
controle.

- Permanece dentro do fecho convexo



Curvas de Bézier

Fecho Convexo

Figura l



Curvas de Bézier

Origem Automotiva

« 1957: Paul de Casteljau (Citroen) cria
algoritmo para curvas suaves

* 1962: Pierre Bézier (Renault) formaliza o
conceito




Curvas de Bézier

e Curvas sao classificadas pelo numero de pontos de
controle e grau polinomial.

LINEAR (GRAU 1) QUADRATICA (GRAU 2) CUBICA (GRAU 3)
P,

P4

F:'
Po P, o

2 pontos, forma uma reta 3 pontos, forma uma parabola. 4 pontos, forma complexa.

Tipo Grau Pontos de Controle Forma Tipica
Linear 2 (PO, P1) Reta
Quadratica 3 (PO, P1,P2) Parabola
Cdbica 4 (PO, P1, P2, P3) Forma Complexa




Curvas de Bézier

e A curva paramétrica de Bézier e definida como:

P(t):_Zn:BiJn,i(t), 0<t<l

- Onde B; sao n+1 pontos de controle da curva e J,; (t) sao
funcbes peso (blending functions). Essas funcdes foram
escolhidas de maneira que

(1) Sejam funcdes polinomiais
(2) Constituam pesos de forma que P(t) seja uma funcao

polinomial obtida pela meédia ponderada que combina a
Influéncia de todos os pontos de controle.



Curvas de Bézier

- Paraque os J,;(t), O<=i<=n
Sejam o0s n;rl pesos de P(t) eles devem satisfazer
> J.:=1 o<t<1
1=0

E para eles serem funcdes polinomiais de grau n, pensou-
se na seguinte decomposicao e o fato da potencia de 1
sempre ser 1. 1=(1-t)+t

1=1" = (1-t)+1)°
1=1" = ((1-t)+t)’
1=1"=(1-t)+1)"



Curvas de Bézier

- E pelo conhecido binbmio de Newton
(a+b)* =a’+2ab+b’

(a+b)’ =a’+3a’h+3ab° +b’

nin .
(a+b)" = Z(_ja”'b'
i—0 \_|
Temos entao que

1=((L-t)+t)° =(1-t)" + 2t (L-t) +t°
1=(1-t)+1)° =t° +3t°(L-t) + 3t (L-t)* + (1-t)°

1=((1-t)+t)" = Zn:(r_])(l—t)”iti

i—o \



Curvas de Bézier

e Dessa forma as curvas de Bézier sdo definidas por
P(t)=) BJ,;(t), 0<t<l

Onde os J_;(t) i=0

sao descritos pelos polinomios de Bernstein como:

3,0= ¢ [a-ome

|
gnde n e o grau dos polinF”)r_nios e: | C':l: i!(n;i)!
(1=0,1, ..., n) sdo os coeficientes binomiais.
- Essas funcoes J,; (t) satisfazem as condicoes:
Jni(t)=0paratodpientre 0 e 1, etambém:
> J.:t=1 0<t<l

1=0



Curvas de Bézier

Nn o
(o

- Para n=2

(2
Jy0®) = ](1—t)2t° =(1-t)°
, 0
()
J,.(t)=|  |A-t)'t =2t(1-t)
L

2)
Jz,z(t){ (1-1)°t* =t?




Curvas de Bézier

- Exemplo da definicdo de uma curva de Bézier a partir de 3 pontos
de controle

P(t)=Zn:BiJn,i(t), 0<t<1

P(t) = (1 — )2 By + 2t (1 — t) B, + t2B,,
P(t) = (x(1), y())= (1 - 1)* (x0,y0) + 2t (1 —t) (x1,y1) + t3(x2,y2)

Para BO=(-4,0), B1=(0,5), B2=(7,0)

X(1)= (1 —1)2x0 + 2t (1 —t) x1 + t?x2
X(1)=-4(1 — t)? + 7t?°=-4+8t-4t>+ 7t?=-4+8t+3t?

y(t)= (1 —1)2y0 + 2t (1 — 1) y1 + t?y2
y(t)=10t (1 — t)=10t-10t2

P(t)=(-4+8t+3t2,10t-10t?)



Curvas de Bézier

rIg(tiz(l—t)2 B, + 2t (1 —1t) B, + t°B,,
1 -2 1| B,
Pt)=[t* t -2 2 0| B,
1 0 0|B,
n=3
P(t)=(1-1)3By+3t(1-1)2B, +3t2(1 —1t)B, + t3B,,
-1 3 -3 1B,
P(t)=[t* t° t 1 5 -6 3 315,
1-3 3 0 0fB,
1 0 0 0B,




Curvas de Bézier — Algoritmo de Casteljou

Passo 1 (j=0) Poligono de controle original com o0s
pontos Py, P1 e P,.

Passo 2 (j=1) Dois novos pontos Q, e Q; sao criados
Interpolando cada segmento consecutivo na razao u.

Passo 3 (j=2) Um unico ponto final C(u) é o resultado
da interpolacao entre Qq, e Q;.

Algoritmo de De Casteljau — Curva Quadratica (u = 0.5)




Curvas de Bézier - Problemas

1. Falta de controle local : Uma alteracao em um ponto no
poligono de Bézier acarreta alteracbes em toda a curva
de Bézier. Indesejavel quando desejamos fazer ajustes
finos.

2. O grau do polinbmio cresce com 0 numero de pontos
de controle do poligono de controle.



A e
Aproximando Objetos Bi-dimensionais

Uma circunferéncia ou uma hélice sao objetos unidimensionais
pois sao topologicamente equivalentes a uma linha. Agora

veremos como aproximar objetos bi-dimensionais como uma
esfera ou um cilindro.

A representacédo parametrica de uma esfera segue o modelo

de coordenadas geograficas do globo terrestre (latitude e
longitude).

Latitude Longitude

https://www.geogebra.
org/m/HJs4kEtb

Equator

N W

meridian



Aproximando Objetos Bi-dimensionais

Considere um hemisfério de raio R, centralizado na origem
O e com sua base circular sobre o plano xz. Suponha que
as coordenadas esféricas de um ponto P sobre o hemisfério
sao a longitude theta e a latitude phi.

As coordenadas cartesianas sao:
(RCos®Cos8, RSin®, RCosDSind ),

0<H<2rel <O <mw/2

north pole




L
Aproximando Objetos Bi-dimensionais

Amostramos o hemisfério em uma malha de (p+1)(g+1)
pontos Pij, 0<=i<=p, 0<=j<=q, onde a longitude de Pij é
(I/p)*2PI e sua latitude (j/g)*PI/2. Em outros palavras (p+1)
pontos longitudinalmente igualmente espacados sao
escolhidos entre cada uma das g+1 latitudes igualmente
espacadas. Na figura p=10 e g=4.

north pole




Superficies Beézier

- Generalizacao da idéia de curva de Bezier.

- Sejam By, I=0,...,m, J=0,...,n, um conjunto de pontos no R3
de tal forma gue sua projecao no plano x0y seja formada
pelos vertices de mn retangulos de mesmas dimensoes. A
superficie de Bézier definida no dominio [0,1]x[0,1] €

Q(u,v) = Z ZB Jni (U)K (V)

=0 j=0
Onde J,; e K,; sao 0s polinomios de Bernstein.
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Varredura (Sweeping)

e Uma superficie é descrita quando uma curva C1 (curva
geratriz) € deslocada no espaco, ao longo de uma
trajetoria dada por uma outra curva C2 (caminho ou
diretriz).

- Varredura translacional (Extrusdo ou superficies geradas
por deslocamento)

L

0 O



Varredura (Sweeping)




Varredura (Sweeping)

- - Varredura rotacional (ou superficies de revolucéao)

>




Varredura (Sweeping)

- - Varredura rotacional (ou superficies de revolucéao)

>




Varredura (Sweeping)
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