Andalise de Algoritmos

Paradigma Divisao e Conquista



Paradigma de Divisao-e-Conquista

 Este paradigma consiste em resolver problemas de forma
recursiva, aplicando trés passos em cada nivel de recurséo:

- Dividir: o problema em um numero de subproblemas que sé&o
Instancias menores do mesmo problema;

- Congquistar: os subproblemas solucionando-0s recursivamente;
porem no caso de subproblemas muito pequenos apenas
determine a solucao; e

- Combinar: as solucbes dos subproblemas na solucdo para o
problema original.



Paradigma de Divisao-e-Conquista

Quando os subproblemas sao suficientemente grandes para
serem solucionados recursivamente, sdo chamados de casos
recursivos: e

Uma vez que, o subproblema tornando-se menor o suficiente para
nao necessitar de recursao para solucao, entao sdo chamados de
caso base.

As vezes, além de subproblemas gue séo instancias menores do
mesmo problema, temos que resolver subproblemas que néao sao
exatamente iguais ao problema original. Consideramos a
resolucao de tais subproblemas como parte da etapa de
combinacao.



Paradigma de Divisao-e-Conquista

« Recorrécias:

— As recorréncias andam de maos dadas com o paradigma de divisao e conquista,
porque nos dao uma maneira natural de caracterizar os tempos de execucao
desses algoritmos. Uma recorréncia é uma equacao ou desigualdade que
descreve uma funcao em termos de seu valor em entradas menores.

- As recorréncias podem assumir muitas formas. Por exemplo, um algoritmo
recursivo pode dividir subproblemas em tamanhos desiguais, como uma divisao
de 2/3 - para - 1/3. Se as etapas de dividir e combinar levarem tempo linear, tal
algoritmo daria origem a recorréncia : T(n) = T(2n/3) + T(n/3) + 8(n)

— Os subproblemas ndo sao necessariamente limitados a serem uma fracéo
constante do tamanho original do problema, como em T(n) = T(n-1) + 6(1).



Paradigma de Divisao-e-Conquista

Vamos apresentar a solucao de dois problemas, onde
comparamos, a complexidade de uma solucao sem e outra
com o uso de Divisao-e-Conquista.

As complexidades dos algoritmos recursivos estao
determinadas a partir das recorréncias.

Os problemas sao:

- Determinar o Subvetor de Valor M&ximo: e
— Multiplicacao de Matrizes Quadradas.



Paradigma de Divisao-e-Conquista

Problema:
Determina o Subvetor de Valor Maximo



Problema do subvetor maximo

Suponha que Ihe ofereceram a oportunidade de investir na Volatile
Chemical Corporation. Assim como os produtos quimicos que a empresa
prcl)dulz, 0 preco das acOes da Volatile Chemical Corporation é bastante
volatil.

Vocé pode comprar uma unidade de acédo apenas uma vez e depois
vendé-la em uma data posterior, comprando e vendendo apds o
fechamento do pregao do dia. Para compensar essa restricao, voce
pode saber qual sera o preco da acao no futuro.

Seu objetivo € maximizar seu lucro. A Figura 1 mostra o preco da agao
em um periodo de 17 dias. Vocé pode comprar a agao a qualquer
momento, comeg¢ando apds o dia 0, quando o preco for de $ 100 por
acao.



Problema do Subvetor Maximo
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Problema do Subvetor Maximo

* E claro que vocé gostaria de “comprar na baixa, vender na

alta” — comprar pelo preco mais baixo possivel e depois
vender pelo preco mais alto possivel — para maximizar seu
lucro.

* Infelizmente, vocé pode n&o conseguir comprar pelo preco
mais baixo e depois vender pelo preco mais alto dentro de
um determinado periodo. Na Figura 1, o preco mais baixo
ocorre apos o dia 7, que ocorre apos 0 preco mais alto, apos
o dia 1.



Problema do Subvetor Maximo

* Vocé pode pensar que sempre pode maximizar o lucro comprando
pelo preco mais baixo ou vendendo pelo preco mais alto.

* Por exemplo, na Figura 1, maximizariamos o lucro comprando
pelo preco mais baixo, apos o dia 7. Se essa estrategia sempre
funcionasse, seria facil determinar como maximizar o lucro:
encontre os precos mais altos e mais baixos e, em seguida,
trabalhe para a esquerda do preco mais alto para encontrar o
preco anterior mais baixo, trabalhe diretamente do preco mais
baixo para encontrar o preco mais alto depois e pegue o par com
a maior diferenca.



Problema do Subvetor Maximo

A Figura 2 mostra um contra-exemplo simples,
demonstrando que o lucro maximo as vezes nao vem da

compra pelo preco mais baixo nem da venda pelo preco
mais alto.
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Problema do Subvetor Maximo

* FORCA BRUTA

- Podemos facilmente conceber uma solucao de forca bruta para
esse problema: tente todos os pares possiveis de datas de
compra e venda em que a data de compra precede a data de

venda.
- Qual A COMPLEXIDADE ??



Problema do Subvetor Maximo

* Um periodo de n dias tem (°,) pares de datas. Como (",) é
O(n°), e o melhor que podemos esperar é avaliar cada par
de datas em tempo constante, essa abordagem levaria um
tempo 2(n°). Podemos fazer melhor?

* Para projetar um algoritmo com um tempo de execucao
O(n), veremos a entrada de uma maneira ligeiramente
diferente. Queremos encontrar uma sequéncia de dias em
gue a variacao liquida do primeiro ao ultimo dia seja
maxima.



Problema do Subvetor Maximo

e Em vez de olhar para os precos diarios, consideremos a variacao
diaria do preco, onde a variacdo no dia i € a diferenca entre 0s
precos apos o diai - 1 e apos o dia i. O vetor abaixo mostra essas
mudancas diarias, e representa a linha inferior da Figura 1.

13 |3 |-25|20 -3 |-16 |-23 |18 |20 |-7 |12 |-5 |-22 |15 |4 |7

 Agora queremos encontrar o subvetor contiguo e nao vazio de A
cujos valores tenham a maior soma. Chamamos esse subarranjo
contiguo de subvetor maximo.



Problema do Subvetor Maximo

 Por exemplo, no vetor anterior, o subvetor maximo de
A[l .. 16] € A[8 .. 11], com a soma 43. Assim, vocé gostaria
de comprar a acéo logo antes do dia 8 (que €&, apos o dia
7) e vendé-lo apods o dia 11, obtendo um lucro de $ 43 por
acao.

 Como podemos solucionar agora o problema?
* Melhorou nossa complexidade ?



Problema do Subvetor Maximo

* Vamos pensar em como podemos resolver o problema do
subarranjo maximo usando a tecnica de dividir e conquistar.
Suponha que queremos encontrar um subarranjo maximo do
subarranjo Aflow .. high].

* Dividir e conquistar sugere gue dividamos o subarranjo em
dois subarranjos de tamanho tao igual quanto possivel. Ou
seja, encontramos 0 ponto médio, digamos, mid, do
subarray, e consideramos os subarrays A[low .. mid] e A[mid
+ 1 .. high].



Problema do Subvetor Maximo

e Assim, qualquer subarranjo contiguo A[i..j] de A[low..high] deve
estar exatamente em um dos seguintes locais:

— Inteiramente no subarranjo A[low..mid], de modo que
low <1 <j<mid,
— Inteiramente no subarranjo A[mid + 1 .. high], de modo que
- mid <i<j<high, ou
- cruzando o ponto médio, de modo que
- low <i<mid < < high.



Problema do Subvetor Maximo

e Portanto, um subarranjo maximo de Aflow..high] deve estar
exatamente em um desses lugares. De fato, um subarray
maximo de A[low..high] deve ter a maior soma sobre todos
0S subarrays inteiramente em A[low..mid], inteiramente em

A

A

mid+1..high

mid+1..high

ou cruzando o ponto medio. Podemos

encontrar  subarranjos maximos de Aflow.mid] e

recursivamente, porque esses dois

subproblemas sao instancias menores do problema de
encontrar um subarranjo maximo.



Problema do Subvetor Maximo

 Assim, tudo o que resta a fazer € encontrar um subvetor
maximo que atravessa 0 ponto médio.

 Este problema nao e uma instancia menor do problema
original e sim, € uma restricao que o subvetor escolhido
pode cruzar o ponto médio.

« Podemos facilmente encontrar 0 subvetor maximo
atravessando o ponto médio em tempo linear. O algoritmo
a seguir resolve o problema.



Problema do Subvetor Maximo

algoritmo find_max_crossing_subarray(A,low,mid,high)
left sum « -oo
sum « 0
parai — mid até low passo -1
sum — sum + A[i]
se sum > left_sum entdo
left._ sum ~ sum
left_ max i
right_ sum — -oo
sum « 0
paraj « mid+1 até high
sum — sum + A[j]
se sum > right_sum entéo
right_ sum — sum
right_ max « j
Retorne(left_max, right_max, left_sum + right_sum)




Problema do Subvetor Maximo

algoritmo find_maximum_subarray(A, low, high)
se low==high entéo
retorne(low, high, Afllow])
Senao
mid = (low+high)/2
(left_low, left_high, left_sum) = find_maximum_subarray(A,low, mid)
(right_low,right_high,right_sum)=find_maximum_subarray(A,mid+1,high)
(cross_low,cross_high,cross_sum)=find_maximum_corssig_subarray(A,low,mid,high)
se left_sum >right_sum e left_sum > cross_sum entéo
Retorne(left_low, left_high, left_sum)
senao
se right_sum = letf_sum e right_sum = cross_sum ent&o
Retorne(right_low, right_high, right_sum)
senao

Retorne(cross_low, cross_high, cross_sum)
fim_algoritmo




Problema do Subvetor Maximo

* Analisando o algoritmo divisdo e conquista.

Vamos construir uma equacao, recorréncia, que descreva o tempo de execucao
do algoritmo Find_Maximum_Subarray.

Para tal, vamos assumir que o tamanho da entrada, n, seja uma poténcia de 2
para simplificar o entendimento.

Denotamos por T(n) o tempo de execucao do algoritmo com uma instancia de
tamanho n.

O caso base do algoritmo ocorre quando n=1, e na segunda linha é dada a
solucao deste. Logo o custo € constante e temos que

T(1)=6(1).



Problema do Subvetor Maximo

— O caso recursivo ocorre guando n>1, e entao temos:

 Aslinhas 1 e 3 tém tempo constante;

* Nas linhas 4 e 5 solucionam os subproblemas com subvetores contendo n/2
elementos cada e com tempo T(n/2);

* Na linha 6 é definido um subvetor maximo atravessando o ponto médio, que
consome o tempo de O(n);

* Aslinhas de 7 a 11 consomem um tempo constante; e assim
— Arecorréncia do caso recursivo € dado por
T(n) = O(1) + 2T(n/2) + ©(n) + B(1)
=2T(n/2) + B(n)



Problema do Subvetor Maximo

e Combinando caso base e caso recursivo temos a
recorréncia é dada por:

TnN)= 1 se n=1
2T(n/2) + ©(n) se n>1
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