Analise de Algoritmos

Projeto de Algoritmos por Inducao



Projeto de Algoritmos por Inducao

* A formulacdo do algoritmo vai ser analoga ao

desenvolvimento de uma demonstracao por
Inducao.

* Assim, para resolver um problema P:

~— mostramos como resolver instancias pequenas de P
(casos base) e

~ mostramos como obter uma solucao de uma

Instancia de P a partir das solucdes de instancias
menores de P



Projeto de Algoritmos por Inducao

* Este processo indutivo resulta em algoritmos recursivos,
em que:

- a base da inducao corresponde a resolucao dos casos base
da recursao,

— a aplicacao da hipotese de inducéo corresponde a uma ou
mais chamadas recursivas e

— 0 passo da inducao corresponde ao processo de obtencao da
resposta para o problema original a partir das respostas
devolvidas pelas chamadas recursivas.



Projeto de Algoritmos por Inducao

Um beneficio imediato € que o uso (correto) da técnica
nos da uma prova da corretude do algoritmo.

A complexidade do algoritmo resultante € expressa numa
recorréncia.

Muitas vezes é imediato como converter o algoritmo
recursivo em um iterativo.

Frequentemente o algoritmo € eficiente, embora existam
exemplos simples em que 1SS0 hao acontece.



Calculo de polindOmios

* Problema: Dados uma segquéncia de numeros reais
an, an-1, ... , 41, & , € UM numero real x, calcular o

valor do polinomio
Pn(X) = anX" + a1 X"t + ... + aiX + ao.

* Naturalmente este € um problema bem simples.
Estamos interessados em projetar um algoritmo que
faca 0 menor numero de operacOes aritméticas

(multiplicacoes, principalmente).



Calculo de polinOmios — solucao 1

e Hipotese de inducao: (primeira tentativa)

- Dados uma sequéncia de numeros reais an-1, ... , ai, ao , €
um numero real x, sabemos calcular o valor de

Pni(X) = aniX™ + ... + aix + a..
- Caso base: n = 0. A solucao ¢ a..

— Para calcular Pn(x), basta calcular X", multiplicar o resultado
por an e somar o resultado com Pn.1(X).



Algoritmo CalculoPolinomio
Entrada: coeficientes A= {a., an-1,

Saida: o valor de Pnr(x)

1.sen=0entdo P « ao

2. senao

3. A < an1, ..., a1 a

4. P’ « CdélculoPolinomio(A’',n-1,X)
5. XN « X

6. parai — 2 até nfaca

1. XN « xn* X

8. P« P +an*xn

9. devolva(P)

..., a1, ag} e X



Calculo de polinOmios — solucao 1

0. n=20

4

T(n) = { T'(n— 1)+ nmultiplicagdes + 1 adicao, n > 0.

Nao é dificil ver que

]
T(n) = > [imultiplicagées + 1 adi¢ao]
=1
= n(n+ 1)/2 multiplicacoes + n adigoes.

Observacéo: Essa solucdo perde muito tempo recalculando x". E possivel melhorar??



Calculo de polinOmios — solucao 2

e Alternativa: eliminar essa computacao
desnecessaria trazendo o calculo de x"*! para
dentro da hipotese de inducao.

 Hipotese de Inducao reforcada: Sabemos
calcular o valor de

Pni1(X) = anaX™ + ... + a1X + ape tambem de x"



Calculo de polinOmios — solucao 2

* Entao, no passo de inducao, primeiro calculamos
X" fazendo X"~ x * x"*, conforme exigido pela
hipotese. Em seguida, calculamos Pn(X)
multiplicando x" por a, e somando o valor obtido
com Pn.a(X).

* Note que para o caso base n = 0, a solucao
agora e (a0, 1).



Algoritmo CalculoPolinomio

Entrada: coeficientes A= {an, an-1, ... , a1, ag} € X
Saida: o valor de Pn(x) e x"

l.sen=0entao P —« ape xn « 1

2. senao

3. A < ani,..,a;a

4. (P’,xX) < CéalculoPolinomio(A’,n-1,X)

5. XN « X*X

6. P - P +an*xn

/. devolva(P)




Calculo de polinOmios — solucao 2

Se T(n) € o numero de operagoes aritméticas realizadas pelo
algoritmo, entdo temos a recorréncia:

T(n) — 01 n —_ U'
| T(n-1)+ 2 multiplicacdes + 1 adicao, n > 0.

A solugao da recorréncia é

n
T(n) = ) (2multiplicagdes + 1 adigéo)
=i
2n multiplicagoes + n adicoes.



Calculo de polinomios — solucao 3

* Hipotese de inducao mais reforcada:
- Sabemos calcular o polinOmio

P’n-l(X) — aan'l + a.n-jl_)(n-2 + + 8.1
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