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Funcao de particao (mecanica estatistica)

A Funciao de Particio é, em mecinica estatistica, uma grandeza que descreve as propriedades estatisticas de um
sistema em equilibrio termodindmico. E uma funcio da temperatura e outros parimetros, tais como o volume de
enclausuramento de um gés. As varidveis termodindmicas do sistema, tais como a energia total, energia livre,
entropia, e pressdo, sdo expressas em termos da funcao de parti¢do do sistema, mas a sua determinagdo explicita

pode ser extremamente complexa em alguns casos.

Existem vérias formas de fungdes de particido, cada qual correspondendo a diferentes tipos de conjunto estatistico
(ou, equivalentemente, diferentes tipos de energia livre.) A fun¢io de particdo canénica aplica-se ao ensemble
candnico, no qual o sistema esta sujeito a trocar calor com o ambiente a temperatura fixa, volume, e nimero de
particulas. A grande func¢do particdo candnica aplica-se ao ensemble grande candnico, no qual o sistema pode
trocar tanto calor e particulas com o ambiente, a temperatura, volume, e potencial quimico fixos. Outros tipos de

funcdes de parti¢do podem ser definidas para diferentes circunstancias.

Funcio de particao canonica

Definicao

Consideremos um sistema termodinamicamente grande que estd em contato térmico com o ambiente, que fixa a
temperatura 7, com ambos o volume do sistema e o nimero de particulas constituintes fixas. Este tipo de sistema é
chamado de ensemble candnico. Deixemo-nos rotuld-lo com os estados (micro-estados) exatos que podem ocupar
porj (j =1, 2,3, ..), e denominar a energia total do sistema quando estd no micro-estado j como Ej. Geralmente,

estes micro-estados podem ser considerado como discretos estados quanticos do sistema.

A funcio de particao canonica é
Z = E e PEi
b
onde a "temperatura inversa" 3 é convenientemente definida como

1
kT
com kB denotando a constante de Boltzmann. Algumas vezes a degenerescéncia dos estados é também usada e a a

funcdo de particdo se escreve
Z=7) g;- "™
J

onde §;¢é o grau de degenerescéncia do auto-estado de energia Ej .

Em mecanismos estatisticos cldssicos, ndo € realmente correto expressar a fungdo de particdo como uma soma de
termos discretos, como estamos fazendo. Em mecénica cldssica, as varidveis posi¢io e momento de uma particula
podem variar continuamente, entdo o conjunto de micro-estados € entdo ndo enumerdvel. Neste caso, algum formas
de tratamento grosseiro da granuralidade devem ser realizados, que atinge essencialmente o tratamento de dois
estados mecanicos como o mesmo micro-estado se as diferencas em suas varidveis da posi¢do e do momento forem
"ndo demasiado grandes". A funcfo de parti¢do entio toma a forma de uma integral. Por exemplo, a fungdo de

particdo de um gds de N particulas cldssicas é

1
N h3N / exp[—BH(p1 -+ -pn, 21+ - zn)] Ppr-- - EPpy P - - dPzy

* P;indicam os momentos das particulas

Z =

* T;indicam as posi¢des das particulas
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* 43¢ uma porcdo de notagdo de estenografia como lembrete que Pi e Z; sdo vetores em um espaco
tridimensional
onde & é alguma quantidade infinitesimal com unidades de ac¢do (usualmente tomadas como sendo a constante de
Planck, de maneira a ser consistente com a mecénica quantica), e H € a classica Hamiltoniana. A razdo para o fator
N! € discutido abaixo. Por simplifica¢do, usaremos a forma discreta da fun¢do de particdo neste artigo, mas nossos

resultados irdo aplicar-se igualmente bem a forma continua.

Em mecéanica quantica, a funcdo de particdo pode ser formalmente escrita como o trago sobre a espaco de estado:

Z = tr(e™PH)
onde H é o operador Hamiltoniano quantico. O exponencial de um operador pode ser definido, para consideragdes

puramente fisicas, usando a séries de poténcias exponenciais.

Importancia e significado

Pode ndo ser 6bvio porque a fungdo de particdo, como definida acima, é uma quantidade importante. Primeiramente,
considere-se as varidveis incluidas. A fun¢fo de parti¢do € uma funcdo da temperatura T e das energias El’ Ez’ E3,
etc. do microestado. As energias do microestado sdo determinadas por outras varidveis teermodinamicas, tais como o
ndmero de particulas e o volume, assim como quantidades microscépicas como a massa das particulas constitutivas.
Esta dependéncia em varidveis microscdopicas € o ponto central dos mecanicos estatisticos. Com um modelo dos
componentes microscopicos de um sistema, pode-se calcular as energias do microestado, e assim a fungdo de

particdo, que permitird entdo que calcule-se todas as propriedades teermodindmicas restantes do sistema.

A fungdo de parti¢do pode ser relacionada as propriedades termodindmicas porque ela tem um significado estatistico

muito importante. A probabilidade P/. que o sistema ocupa no microestado j é

1
. — o BE;
P = Z e 7,
Este é o conhecido fator de Boltzmann. (Para uma detalhada derivacgio deste resultado, ver coletividade candnica.) A
funcdo de particdo entdio faz o papel de uma constante de normalizacdo (note que ndo depende de j), assegurando-se

de que as probabilidades acima adicionem-se:

1 1
Pi=2-YePli=_7=1.
Lh=72 z
3 3
Esta € a razdo para chamar-se Z a "fung¢do de parti¢do": que equaciona como as probabilidades s@o divididas entre os
diferentes microestates, baseado em suas energias individuais. A letra Z estabeleceu-se pela palavra em alemio

Zustandssumme, "soma sobre estados".

Calculando a energia total termodinamica

De maneira a demonstrar a utilidade da funcdo de parti¢do, calcula-se o valor termodindmico da energia total. Isto é
simplesmente o valor esperado, ou conjunto médio para a energia, a qual é a soma das energias de microestados

ponderados por suas probabilidades:

5 1 S et 10 dln Z
ou, equivalentemente,
olnZ
_ 2
R

Incidentalmente, deve-se notar que se as energias dos microestados dependem de um parimetro A na forma

E; = E:EO) +AA; para todo j

entdo o valor esperado de A é
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10
(A) = AP = —Bﬁlﬂz(ﬁ, A).

Isto fornece uma orientacdo de para o cdlculo de valores esperados de muitas quantidades microscopicas.
Adiciona-se a grandeza artificialmente as energias dos microestados (ou, na linguagem da mecanica quantica, ao
Hamiltoniano), calcula-se a fungfo de parti¢do nova e o valor esperado, e ajustamos entdo A para zerar a expressiao
final. Isto € andlogo ao método de campo fonte usado na integracdo funcional de trajeto de teoria quintica de

campos.

Relac¢iao com as variaveis termodiniamicas
A funcio de parti¢do apresenta relagdes com varios pardmetros termodindmicos do sistema. Estes resultados podem
ser derivados usando o método da secdoanterior e varias relagdes termodinamicas.
Como visto, a energia termodinamica é
OlnZz
o8
A variancia na energia (ou "flutuagdo de energia") é

(6B = (B - (B)) = -

A capacidade calorifica é

oE) 1
D o _(SE?).
o =~ 0T

(B) = -

C, =

A entropia é

o OA
= kg PjlmP;=kg(lnZ+ B(E)) = —(kgTInZ) = ———
- or or

onde A € a energia livre de Helmholtz definida como A = U - TS, onde U=<E> ¢ a energia total e S € entropia, entdo

A=(E)-TS=—kgTlnZ
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