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Prf. Dr
Osvaldc
i Xi=1[x1 X2 - Xin | (1)

Exemplo

Xo=Peso=[70 75 80 55 90 80 |, (2)

Xo tem n = 6 observacdes ou instancias.
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Um vetor de varidveis aleatérias X é o vetor

Componen-
tes Principais
_PCA X
X2
Prf. Dr.
X = , (3)
Vi
J

Xp
veja que existem p variaveis (linhas) e cada X; tem n observacdes (colunas).
Pode-se dizer que X é uma matriz pxn.

Altura 170 154 1.90 155 1.70 1.75
X=| Peso |=| 70 75 8 55 90 80 |, (4)
Cintura 36 49 40 38 29 35

neste caso D — 2 varidveis e n — 6 observacdes
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Componen-
S  Variancia ai é a medida de variacdo de uma variavel aleatéria X;. Mede o quanto
Prf. Di os valores de X; estdo dispersos.
Osvaldo
it 1 1
0% =~ D (Xi— )t =~ [Xi — px] X — ux] (5)

sendo pux a média de X e [X; — px;]’ o transposto de [X; — ux.].

A raiz quadrada de 0)2< é o desvio padrio

o= L0 - ()




Varidncia e Covariancia

Analise de
Componen-
tes Principais
- PCA

A covaridncia oxy mede o qudo fortemente duas variaveis X e Y estdo relacionadas.

oxy = %Z(X—MX)(Y—MY) (7)

SeX=Y,0oxx = ai, que é a variancia de X .
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el Na Matriz de Covariancia Kpxp tem os elementos Cx;x;, sendo X; e X; elementos de
omponen- ., . L.
RS um vetor de varidveis aleatdrias.

- PCA

o o Dado o vetor X do exemplo anterior

Osvaldo

7

Jaqu

CAlturaAItura CA Itura,Peso CA Itura,Cintura
K = CPesoAI tura CPeso Peso CPeso Cintura . (8)
CCinturaAItura CCinturaPeso CCinturaCintura

Cuxa Caxa - Cxax,
Coxi Coxa 0 Cxx,

- _ _ _ 9)
Cx,xp Cxox, 0 Cx,x,

Na diagonal principal de K temos a variancia de X;.
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o Dy Dada uma matriz de dados A, , tendo p atributos e n observacdes, o que temos
o que fazer é encontrar a média de cada coluna de A, através de algum software
J préprio para isso, como por exemplo o matlab, scilab, octave ou python. Seja
fia =[m1 p2 -+ pp] o vetor linha de médias de cada coluna de A.
Para calcular os desvios a partir da média primeiro precisamos de uma matriz com n
1
linhas do vetor de médias. Seja b= | . | um vetor com n termos igual a 1.



Matriz de Covaridncia aplicando operacdes matriciais

Analise de

t::sog:ii)rz:i::is Fazendo
Owvalds 1 B p2 et Hp
M=bi= | . |[m P I (10)
1 i e

teremos uma matriz M de n linhas de fi,.

Assim, podemos ter a matriz de covaridncia C, fazendo

c— %(A — MY(A— M) (11)
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© Quando as unidades de medidades das variaveis sdo diferentes o melhor é usar o

1 coeficiente de correlacdo que padroniza as variaveis. O coeficiente de correlacdo
entre X e Y é

IZ(X_MX)(Y_,“Y) (12)

PXYy = —
n gx oy

O coeficiente de correlacdo variade —1al. Se X =Y, pxx = 1.



Matriz de Correlacdo
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tfs‘",;',’i’,‘,’:i:r;}s Na Matriz de Correlacdo Rpxp tem os elementos PX; X; sendo X; e X; elementos de
- PeA um vetor de variaveis aleatérias.
P Dr.
(0]
Vi

a 1 (Xi — px;) (XJ — pix;)
- R = — E ! 1 - . e 1
n ox. PXiPX; ( 3)

X; JXj
Dado o vetor X da equacdo 4

1 PAlturaPeso  PAlturaCintura
R = PPesoAltura 1 PPesoCintura . (14)
PCinturaAltura P CinturaPeso 1
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PXi X1 PXiXa 0 PXaXp
PXaX1 PXoXo 77 PXaX,

R = T 2 (15)
PXpX1 PXpXa 7 PXpXp

Na diagonal principal de R temos px.x;, = 1.
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o m Seja uma matriz X e uma matriz Y, tal que Y seja uma transformada de X. Ou
Osvald H
v seja,

Y = BX (16)

Ent3o sdo validas as seguintes propriedades:

py = Bux (17)
Ky = BKxB' (18)

onde u é a média das observacdes, Ky e Kx, as matrizes de covariancias.
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B B Seja uma matriz quadrada Ap,, entdo esta matriz possui um escalar A e um vetor
5 V tal que:

AV =\V (19)

X e V sdo chamados de autovalor e autovetor de A.
Sendo D uma matriz com os autovalores em diagonal e V' o conjunto de
autovetores associados, valem as seguintes propriedades:

AV = VD (20)
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Sendo V = [ 51 52

A 0 - 0

0 X\ --- 0
eD = ] .

0 0 - X

simplesmente vetor.

. Repare que cada vetor € é um vetor coluna, ou

€21
€22
€23

€p

€p1

€pp
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Decomposicdo Espectral

O espectro de uma matriz é o conjunto de seus autovalores. Um teorema muito
importante em algebra matricial e de fundamental importéncia em estatistica
multivariada é o da decomposicdo espectral, que relaciona a matriz com seus
autovalores e autovetores.

Seja Kpxp uma matriz de covaridncias e uma matriz ortogonal Opy,, isto é
O O = 00 = Iy, tal que:
KO = OA (21)
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SOEE  Logo, vemos que (21), é semelhante a (20). Multiplicando (21) por O pela
. esquerda, resulta no teorema abaixo.
Osvaldo

Para toda matriz de covariancia K, existe uma matriz ortogonal tal que:

) 0 X - 0
oko=| . = T |=A (22)
0 0 - X

onde A\; > A\ > --- > ), sdo os autovalores ordenados em ordem decrescente da
matriz Kpxp. Neste caso, dizemos que a matriz Kpy, € similar a matriz A.
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o B Isso implica em dizer que:
7 /=
I ee=1

- . .
m eiej:O)I#J

p
m det(K) = [K|=]] A
i=1

traco(K) = Z)\,-



Decomposicdo Espectral

fpwomell A i-ésima coluna da matriz O € o autovetor normalizado €, corresponde ao
tes Principais €i1

- PCA

Prf. Dr A = €i2

o autovetor )\;, que é denotado por € =

Varg

J

€ip
Entdo a matriz Opp é dadapor O=|[ & & -+ &, | e pelo teorema de

decomposicdo espectral, a matriz de covaridncia pode ser decomposta como uma
soma de varias matrizes M,-(PXP) = &:¢é’ multiplicadas pelos seus autovalores \;
correspondentes. Ou seja, da propriedade (22), resulta que:

- o/

p
Kx = ONO' = > Né&& = Méd + h&& + - + M6é
i=1

(23)
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e Queremos obter um vetor de variaveis aleatdrias Y tal que

- PCA

/

Prf. Dr. Y - O X, (24)

sendo O o conjunto de autovetores ortogonais de Kx correspondente aos
autovalores A\; > X\ > --- > X\, e O’ o conjunto transposto. Assim, de (21)
KxO = OA e de (22)

O'KxO =N\ (25)
Vemos que (25) corresponde a propriedade (18). Logo,

K, = O'KxO = A (26)
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Transformada Karhunen-Loéve

O vetor Y é composto de p combinacdes lineares das variaveis aleatérias do vetor

L. . ’ . a . . .
X, tem vetor de médias igual a O 11 e matriz de covaridncias Apy, que é uma matriz
diagonal, cujos elementos a;; = )\;, isto &,

0 X -+ 0
Noxp = Co (27)
o 0 .- )\p

Portanto, as variaveis aleatérias que constituem o vetor Y nio sdo correlacionadas
entre si. Deste modo, surge a idéia de utilizar as combinac@es lineares em Y como
uma forma alternativa de se representar a estrutura de covariancias do vetor X.
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Transformada Karhunen-Loéve

Os vetores aleatérios, X e Y, tem a mesma variancia total € a mesma variancia
generalizada, sendo que o vetor Y tem a vantagem de ser composto por variaveis
aleatérias ndo correlacionadas, facilitando portanto, a interpretacdo conjunta dessas.
Esta operacdo é também conhecida como Karhunen-Loéve Transform (KLT).
Resumidamente, a KLT serve para rotacionar os eixos por ordem decrescente de
varidncia. Em processamento de imagens, isto auxiliaria na identificacdo de formas,
uma vez que estas estaro orientadas decrescentemente por varidncia de seus eixos.

Dados Brutos
Media zero rotacionados pelo maior eixo (vermelho)
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Prf. Dr _ -

Osvaldo N €11 €12 - &

b e1/ €1 €22 ezp
1 . o
€2

Y=0X= T X=| 1 e2 - ep | X (28)
e;/ '
)
| €p1 ©p2 - €pp |

Vemos que a j-ésima componente principal da matriz Ky, € definida como

Yj = (?j,X = ej1X1 + engg +---+ (:‘ijp (29)
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C—— A proporcdo da variincia total de X que é explicada pela /-ésima componente
tes Principais . . L, ..
- PCA principal é definida como:
Prf. D o i
Osvalde pvi = (30)
Vi
Aj
Jj=1

A proporcio de variancia total que é explicada pelas k primeiras componentes
principais é definida por:

'Fj”

Il

-
—
w
—
~—

pvi =

<

—
I
—
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el Usando as combinacdes lineares em Y, surge também a ideia de reduzir o espaco de
omponen-

LR varidveis, passando da dimens3o p para a dimensdo k, sendo k < p. Portanto,ao
- PCA . .. PR - o
invés de utilizar o vetor aleatério original na analise de dados, utiliza-se k

P Dr. . - . . . .

C combinacdes lineares de componentes principais, pegando somente os autovetores
Var . . . . . e A . . ~ 2z

I mais significativos. Esta ordem de significancia ou de explicacio é dada pelos

autovalores ordenados. Este processo é conhecido como Principal Components
Anlysis (PCA) ou simplesmente Analise de Componentes Principais.

De (28), se tomarmos os k < p autovalores, teriamos

€1 €11 €12 - €1p
—/
€2 €1 €2 - Ep
y=1| _ |x=| T DX (32)
=/
€k €k1 €k2 " €kp

Veja que foram retirados os vetores &, 1, -, €.
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- PCA Da operagdo (32) vemos que que resultaria em um vetor Yi,, reduzindo assim a
e b dimens3o dos dados. Ou seja, ao invés de p variaveis, lidaremos agora com k < p
Var variaveis.

A reducio das dimensdes facilita a analise de dados. Diferentes critérios podem ser
usado na escolha desse k mas um dos modos mais comuns & escolher um k tal que
pvty > 70%.

Geralmente como a PCA e KLT est3o interligados, o termo PCA & usado como um
sindnimo de ambos. Mas, na realidade, a PCA utiliza a KLT e a Teoria da
Decomposicdo Espectral para reduzir a dimensio dos dados.
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