Anélise Discriminante (AD)

Discriminar significa separar, classificar. Anélise discriminante é, portanto,
uma técnica que pode ser utilizada para classificacao de uma amostra populacgao.
Para isso é necessario ter um conhecimento a priori dos varios grupos de uma po-
pulagéo (treinamento). Este conhecimento permite a elaboragao de uma fungao
matematica chamada regra de classificacao ou discriminagao, que é utilizada
para classificar novos elementos amostrais nos grupos ja existentes. Exemplos:
Na ecologia, algumas espécies de insetos s@o muito similares. A AD pode aju-
dar na classificagdo de insetos, bastando que, para cada espécie candidata, se
tenham disponiveis, informagoes sobre o seu perfil geral em relagao a algumas
caracteristicas morfoldgicas, como por exemplo: comprimento das patas, das
asas, da mandibula, das antenas, do térax, etc. A traducao destas medidas em
uma funcdo matematica fard com que a classificagdo do inseto possa ser mais
precisa do que a mera inspegao visual.

Construcao de uma fungao de classificagao

A idéia bésica por tras da AD é determinar se os grupos sao diferentes com
relagdo a média de uma varidvel, e entao usar essa variavel para prever a que
grupo um novo caso pertence.

Vamos considerar o caso de que dispomos de apenas duas populagoes e um
conjunto de observacoes importantes de cada populagao. Se a distribuicao de
elementos for conhecida podemos usar o principio da maxima versossimilhanca.
Suponha que uma escola adote um critério de classificacao baseados em duas
fases, na fase 1 todos os candidatos fazem as provas e somente os candidatos
aprovados seguem para a fase 2. Seja X a nota de matematica e vamos considerar
duas populagoes de alunos:

e populagao 1: aqueles que passaram na primeira fase, mas nao conseguiram
ser aprovados na segunda fase;

e populacao 2: aqueles que conseguiram ser aprovados em ambas as fases.

O objetivo é a partir destes dados, construir uma regra de classificacdo que
permita identificar dentre aqueles que passaram na primeira fase, quais prova-
velmente serao classificados na segunda fase. Seja p; a média da populacao 1 e
1o a média da populacao 2 e ¢? a varidncia das duas populacdes. Calculemos a
razao de verossimilhanca para as duas populagoes:

_ funcgdo densidade da populacio 1 fi(x)
~ funcdo densidade da populacio 2 fa(z
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que no caso de uma distribuicao normal torna-se:

e R SR

V2ro

Para uma nota z fixa, quando A(x) > 1, o valor da funcdo de densidade da
populagao 1 ("nao aprovados”) calculada pelo respectivo valor  é maior do que
aquele obtido usando-se a densidade da populagao 2, assim, se a razao A\(z) > 1,
seria razoavel classificar o candidato como um provavel nao aprovado na fase 2.
Se A(z) < 1, seria razodvel classificd-lo como pertencente a populacdo 2.

Se A(z) = 1, temos um impasse, podendo classificd-lo como pertencente a
populacao 1 ou a populacao 2. Este é um caso, em que necessitamos adicionar
mais informacoes ao problema.

Vamos um exemplo, suponha j; = 16, puy = 18, 02 = 4. Veja que po > i1,
pois num critério classificatério, a maioria fica abaixo da média de classificagao.
Logo, para um candidato que tivesse conseguido x = 16,5 na prova de ma-
temédtica o valor de A\(x) seria:
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o que classificaria o candidato na populagao 1. Ou seja, 16,5 estd bem mais
distante de 18, que é média da populagao 2, do que de 16, que é média da
populacao 1. Veja a Figura 1, onde as duas curvas representam a a densidade
da populagéo 1 e 2 respectivamente. A linha tracejada seria o ponto de separacao
ou de corte entre as duas populacoes.
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Figural Corte da funcdo discriminante para dois grupos com variancias iguais.
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“igura 2 Corte da fungao discriminante para dois grupos com variancias desiguais.



Para um candidato que obtivesse x = 17,5, o valor de A(z) seria 0, 7788,
indicando que este seria um provéavel aprovado na segunda fase. Aplicando
—2In em ambos os lados da equagdo (1), sendo In o logaritmo natural, teremos:
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Lembrando que se p > 1, log(p) > 0 e se p < 1, log(p) < 0, ou seja, o
logaritmo (expoente) de base positiva onde o nimero é menor que 1 (0 virgula
alguma coisa) é sempre negativo.

Assim, quando A(z) > 1, —In(A(z)) < 0 e neste caso estd mais préximo de
w1 do que pg, ou seja, (x — p1)? < (z — p2)?. Quando A(z) < 1, —In(A(z)) >0
e neste caso estd mais préximo de po do que py.

A regra de classificagdo pode ser escrita em fungdo A(x) ou em fungao de
—In(A(z)). Estas fungdes sdo denominadas fungoes discriminantes.
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Populacoes com variancias diferentes

Nem sempre as populagoes tem a mesma variancia, veja o grafico da Figura
2. Temos que analisar em que as variabilidades diferem. Sejam 0% e 03 as
variancias das populagoes 1 e 2. Logo a razao entre as duas funcoes sera:
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Assim novamente, se —2In(A(z)) < 0, z é da populagéo 1, e se —2In(A(z)) =
0 pode pertencer a qualquer das duas populagoes.

E no caso de populacoes com mais de uma variavel?

No caso de p varidveis (ou p campos) podemos estender o conceito. Suponha
que para a populacao 1, o vetor X seja normal com vetor de médias p e
matriz de covariancias X1, e que para a populagao 1 sejam o vetor de médias
L5 e a matriz de covariancias Yo, onde:

Perceba que o vetor X é um vetor de vetores, ou melhor, uma matriz com p
linhas e n colunas. A linha 7 corresponde a i-sima varidvel, e as instancias estao
nas colunas. Se fossemos transformar X em tabela de banco de dados, temos
transpor X. Repetindo, em um banco de dados, cada coluna corresponde a uma
varidvel, e cada linha é uma instancia das varidveis, em operagoes matematicas,
pensa-se de modo transposto.

Um vetor de observagoes Z fixo, ou uma instancia, seria:
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No exemplo anterior, supondo que o candidato tivesse as notas de portugués,
matemaética e fisica, ou seja p = 3, & teria 3 elementos. A razdo entre as fungoes
de densidade sera:

—2Iin(A\(z)) = —2In
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