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1 Introducao

A nogao de gramatica teve origem no estudo de linguagem natural. Os linguistas tentavam
definir precisamente quais eram as sentengas validas destas linguagens e encontrar formas
estruturais de representa-las.

Mas uma linguagem natural é muito extensa e complexa, por isso nao se conseguiu uma
maneira de defini-la totalmente.

Por exemplo, observe a analise da sentenca:

A menina pobre viu o cachorro

’/senten\

sujeito . predicado
AR
artigo subst. adjet. verbo objeto direto
| PN
A menina pobre viu artigo subst.
|
o cachorro

Com esta analise verifica-se que a sentenca estd correta, mas nao é possivel fazer isso com
todas as sentengas da linguagem.

No caso de linguagem de programacao isto é possivel pois estas sio mais simples e a
representagao segue a mesma idéia de andlise sintdtica da linguagem natural.

O objetivo inicial dos pesquisadores ainda nao foi atingido, ou seja nao existe uma
“gramatica formal” definida para o inglés, ou qualquer linguagem natural (LN), mas
os resultados dessa linha de pesquisa foram muito uteis na descricdo de linguagem de
computacao — a linguagem Algol-60. por exemplo. foi descrita usando uma gramatica
livre de contexto na notagao BNF (Backus Naur Form).

A ldela funcmnou para Linguagens de Programacao, apesar de nao ter funcionado para
.LNs porque as primeisas podem ser definidas através de uma sintaxe rigida e uma seméan-
tica bem determinada, de forma a habilitar o tratamento computacional.

Qual € a maneira sistematica de especificar a sintaxe de uma Linguagem de
Programacao?

Para isto é necessario:




¢ Um método que especifique meios de construir programas sintaticamente corretos
(geragao).

e Um método para analisar um programa e verificar se ele est4 sintaticamente correto
(reconhecimento).

Este trabalho esta organizado da seguinte forma: na segio 2 siao apresentados conceitos
bésicos e a defini¢ao de gramaticas. Na secdo 3 os tipos de gramaticas seguindo a hierar-
quia de Chomsky, as linguagens correspondentes e propriedades das gramaticas regulares
envolvendo o processo de construgio de uma gramatica regular através de operacdes de
uniao, concatenagao e fechamento. Na segio 4 sao apresentados alguns aspectos relaciona-
dos com ambiguidade nas linguagens de programacio. A secio 5 é dedicada a precedéncia
e associatividade de operadores e a segdo 6 aos conjuntos e expressdes regulares. Final-
mente na segiao 7 € apresentada a conclusio.

2 Nogoes de Gramaticas

Definicao 1 - Alfabeto ou Vocabuldrio: é um conjunto finito de simbolos.
Ex.: {a,b}, {1,2,3}

Definigao 2 - Cadeia: qualquer concatenacio de simbolos de um dado alfabeto.

Ex.: aab, bab, ) - cadeia nula.

Definicao 3 - Comprimento de Cadeia: ¢ o n° de simbolos de uma dada cadeia.
Ex.: |aabl=3 |A=0
Definicao 4 - Concatenagao de 2 ou mais Cadeias:

Ex.: r=abaa , y=ba , z= A

entao: ry = abaaba, y:z = :zy =y = ba,
yz = baabaa

[zl =4, Jyl=2, |zy|=|z|+]y|=6
Definicao 5 - Produto de 2 alfabetos:

V1= {a,b)
= V1.V2= V1 x V2 = {al,a2, a3, b1, b2, b3}
V2 ={1,2,3)

portanto V1.V2 # V2.V]



Definicao 6 - Exponenciacao de Alfabetos:

Vo = (A
Vi o=V
Ve o= VLV >

Ex.. V =1{0,1}
VE=VLV = (V.V).V ={00,01,10,11}.{0,1}
= {000,001,010,011,100, 101,110,111}

V™ € o conjunto de todas cadeias de simbolos de V, de comprimento n.

Definicao 7 - Fechamento (Clausura) de um Alfabeto
Seja A um alfabeto, entdo o fechamento de A € definido como

A*=A° UA' U A2 U... UA" U...

Portanto A* = conjunto das cadeias de qualquer comprimento sobre o alfabeto A.

Ex.:. A={1}
A" = {\1,11,111,...)

Fechamento Positivo de A: A* = 4" — {}}
Portanto V que seja V, V* — V+ = {}}
Definicao 8 - Gramaética

Uma gramatica formal G é a quadrupla
G={V~,Vr,P,S} onde:

e I7 — é um alfabeto finito conhecido como vocabuldrio terminal. Os simbolos de
V7 sao aqueles que aparecem nos programas de uma linguagem de programacio ou
as palavras da L. Portuguesa, por exemplo.

e Vv — é um alfabeto finito, conhecido como vocabuldrio nio-terminal. Os
simbolos de Vy sao usados como nomes para categorias sintaticas.

(Exemplos de categoria sintatica:
em Portugués: Sentenca, Predicados, ..., Verbo;
em Pascal; Programa, Bloco, Procedure)
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e P — ¢ um conjunto finito de regras ou produgoes da forma W — W’ onde:

1. W € (Vn U Vz)*;isto é o conjunto de cadsjas nio vazias sobre Vjy e
2. W e(VWw U Vr). X

A interpretagao de regra W — W' é que W pode ser substituido por W’ sempre
que W aparecer.

Ex.: em Portugués:
Sent_interrogativa — Sentenca ?
Sentenca — Sn Sv Verb Predicado

e S5 — € Vy e é chamado,o axioma ou simbolo inicial de G. S é o nome da cate- -
goria sintatica principal.

Ex.: em Portugués: S = Sentenca
em Pascal: S = Programa

Obs.:
1. o VWVWnNVr=0; VWU Vr=V

2. — os elementos de Vr, sao os terminais e por convencio sio representados por
letras minusculas a, b, c, d, .

3. — os elementos de VN sao 0s nao- terrrunals e representados por letras maius-

culas A,B,C, D,.

4. — as cadeias mistas, ou seja as cadeias que € (Vx U V7)” sio representadas
por letras gregas (a, 8,7,6,...)

Ex:1 Gl = ({5 A B}, {i,ﬁ} PS8
VN Vr )
onde: P:{ 1) S— AB
2) A—a
3) B—b)

Portanto S A, AB 2, aB 3),

((Tnica cadeia gerada por esta gramatica).




Ex.: 2 Vy = { Sentenca,Sn,Sv,Artigo.Verbo,Substantivo,Complemento }
Vr = { peixe,isca,mordeu,0.a }
P = {1) Sentengca — Sn Sv
2) Sn — Artigo Substantivo
3) Sv — Verbo Complemento
4) Complemento — Artigo,Substantivo
5) Artigo — o
6) Artigo — a
7) Substantivo — peixe
8) Substantivo — isca
9) Verbo — mordeu }
S = Sentenca

Definicao 9 Outra maneira de representar produgées: BNF-(Forma Normal de
Backus), que definiv o Algol 60.

Neste caso, — € substituido por ::= o0s ndo terminais sdo palavras ladeadas por < >.

BNF € usada para definir gramdticas com a seguinte caracteristica: o lado esquerdo
de cada regra € composto por um nico simbolo nao-terminal.

No caso de repeticoes de lado esquerdo:

<KA> .=
<A> =y
<A> = ay,

escreve-se: A = olas]. .. |ay,

Os simbolos <,>,:,=,| formam a meta-linguagem, ou seja, sio simbolos que ndo
fazem parte da linguagem mas ajudam a descrevé-la.

Ex.:3- G={VWy,Vr,P,S} onde:

Vn = { <sentenca><sujeito>, <predicado> <artigo>,
<substantivo>,<verbo>, <complemento> }

Vr = { o,a,peixe,comeu,isca }

S = <sentenga>

P = {

1. <sentenca> :: = <sn> <sv>

2. <sn> ;1 = <artigo> <substantivo>

3. <sv> :: = <verbo> <complemento>

4. <complemento> :: = <artigo> <substantivo>

5. <artigo> :: = ola

6. <verbo> :: = comeu

7. <substantivo> :: = peixelisca }




Gerar uma sentenga sintaticamente correta:

'/<sentena>\

<sn> <sv>
<artigo> <subst.> || <verbo>  <complemento>
| PN
o peixe comeu <artigo>  <subst.>
|
a isca

A4

arvore de derivacao sintéatica
Com esta gramadtica, pode-se gerar as seguintes frases sintaticamente corretas:

O peixe comeu a isca

1.

2. a isca comeu O peixe
3. o peixe comeu o peixe
4.

a isca comeu a isca
etc. ...

Para as definigbes a seguir considere G = (Vn, V1, P,S) e o,8.,7,6 € (Vy U Vp)*

Definicao 10 Uma cadeia oy gera diretamente (—) uma cadeia aéff sse

(y—é) e P
a 7 B a 6 B g §
1L 11l
NoEx.:1 a B — a b pois B — b
; 48
L 11
a v B — aé P

Definigao 11 Uma cadeia a gera [—*> ) uma cadeia § sse 3 1, %;... 9, tal que
a—-NN—=7—...2o79m—0 n>0.

n=0= o=/ portanto a > a paraVa.




No Ex.: 1 -

S 4 ab 2
S 2 aB
AB & ab
ab % ab (zero passos)
No Ex.: 3 -
<sentenga> %, o peixe mordeu a <substantivo>
<complemento> *, o <substantivo>

Definigao 12 Uma cadeia a € (Vy U Vr)” € uma forma sentencial de G sse
S % o ou seja, a € um embrido para uma cadeia gerada pela gramdtica.

No Ex.: 1-

- aB, AB, S, ab sao formas sentenciais;

- j4bA € (Vn U Vr)* mas nao é forma sentencial.

Definicdo 13 Uma forma sentencidl, o, ¢ uma sentencga de G sse a € Vp

Portanto as cadeias geradas pela gramdtica so as sentengas de G.

Ex.: 4- G,= ({A4,B},{a,bc},P,A)onde
P={ 1)A—aB

2) B — bB
3) B — ¢}

r = abbbc é uma sentenca de G1 7 sim

AL 0B 2.abB -2, abbB 2 abbbB — abbbe

Exercicio: Verifique se r = ac e y = aabc sao sentengas de G1.
Y

O conjunto de sentengas geradas por G1 pode ser expresso como {able,n > 0}7

Definicao 14 L(G) = {a | a € sentenca de G} € a linguagem gerada por G. ou
seja, L(G)={a € V| S 3 o)

Ex.: L(G1) = {ab"c , n >0}

Definicdo 15 Duas gramdticas G1 e G2 sao equivalentes sse L(G1) = L(G2)




Ex.: 5- G2

onde P={

= ({S,A,B,C,},{a,b,c},P,S)

1) S—=A
2) A— Bac
3) B—bB
4) B—-b
5) C—cc
6) C—c}

Portanto a linguagem gerada por G2 é:

bac

bbac

bacc = ou seja,

bbbacce L(G2) = {¥alli,j >1}
etc.

Arvore de derivacao sintatica para a cadeia bbaccc

Ex.: 6- G3=

P =

S

11

12
B[a]C

/,, |

E]T"
(]

o~

4———()

)=
—_—O

=

1-9-3-4-5-5-6

({E,T.F},{+.+.(.).i}. P.E)

F—-E+T
E-T
T—-TxF
T— F
F — (E)
F — 1}




Definicao 16 Ambiguidade de Gramaticas

Uma sentenga € ambigua se 3 duas ou mais drvores sintdticas que a definem.

Uma gramadtica € ambigua se possui alguma sentenga ambigua.

Ex.: 7-

o o1 e
-]

.__
(J1]
[~] e

He—1t

4—-—0“‘!5

[i]

(1+1) *i

S — AB
A— AA
A— B
A—>a
B — Bed
B —a




Considere a cadeia r = aaacd

VA NN
AN AN

c | c d
a a a B a a
a
Ex.: 8 -
EFE—-F+F
E—-ExE
E — (F)
F—a

Considere a cadela z=a+a+a

Ex.: 9 -
S — aSaS
S— A

10




X=000

S S
A N
S S S S
2 N AN
S S () ) S S
| I
() () () ()

Ex: 11 - Construir gramaticas para a defini¢ao da linguagem

L(G) = {a® | n2>1} por ex: aa aa aa € L(G)

Exemplos
19) E - K

K - TT

K - KK

T — a

T T

K /I\\
a aT TT T T T Tzli

Y
Y
[+
o
[
M

* Esta solugdo nao interessa pois a gramatica é ambigua.
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2°) E-T 3°) E—aaF

T — TF '  F—=E
T—F F—)
F — aa

4°) E — ET 52) E — aa
T — aa E—Eaa
E — aa|A

Obs.: - as 4 1ltimas solugdes sao consideradas gramaticas equivalentes.

3 Tipos de Gramaticas

Vamos considerar agora 4 tipos de gramaticas, que constituem a chamada “hierar-
quia de Chomsky” (gramaticas gerativas).

3.1 Gramaticas com Estrutura de Frase — GEF

Gramaticas - tipo 0 -

As gramaticas com Estrutura de Frase ou Gramaticas nao Restritivas sao aquelas
cujas produgoes P sao do tipo:

a — B onde B € (VwUVg)
o € (Vwulp)?

Pode-se restringir P e obter as gramaticas dos tipos 1.2 e 3.

3.2 Gramaticas Sensiveis ao Contexto — GSC

Gramaticas - tipo 1 -

Seja G = (Vn, V7, P, S) onde toda producgao de P ¢ da forma




o — f tal que |B| > |e| excecao quando = A
onde:

a € (WU Vr)t

B € (VwUVr)

Ex.: G = (VN,VT,P,S).
VN {§,B,C} , Vr={a,b,c}

I

P={ 1) S—aSBC

2) S—aBC
3) CB—- BC
4) aB — ab
5) bB — bb
6) bC — bc
7) ¢C — cc}

Exercicio: Mostrar que L(G) = {a"b"c" | n > 1}
— Usa-se a produgao 1 n-1 vezes, obtemos

S % a"1S(BC) !
— Usa-se a producao 2 para obter § 5 a"(BC)"

— Usa-se a produgao 3 (n vezes) para arranjar os B’s e ('s tal que todos os B's
precedam todos os C's.

Por ex.: n =3 aaaBCBCBC 3, aaa BBCCBC 3,
aaaBBCBCC - waaBBBCCC
Portanto S 2 a"B"C™

. -~ * e Y
— A seguir, usamos a produgado 4 uma ve: para obter S — a"bB"71(C"
~ - ~ X .
— Entao usa-se a produgao 5 (n-1) vezes para obter S — a"b"(C™.

— Finalmente, usa-se 6 uma vez e 7 (n-1) vezes para obter § = a™b"c"
L(G)={a"bt"c" | n 2> 1}

Obs.: Alguns autores colocam as produgdes de uma GSC (GDC) como:

- - 13
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al A a2 - al B a2

NN S

fixa o contexto
da troca

onde

—al,a2, BEV e B# )
- A € Vy

para motivar o nome sensivel ao contexto desde que a produgio al A a2 — al fa2
permita que A seja trocado por B.

3.3 Gramaticas Livres de Contexto — GLC

Gramatica - tipo 2 -
Toda produgao P, é da forma:
A — [ onde:

A€ VyeBe (VU Vp)y

Ex:1 G = (W,Vr,P,S) onde
Ww = {S,A B}
VT = {a,b}
P={ 1) S—aB 5) A — bAA
- 2) S—bA 6) B—b
3) A—a ) B —bS
4) A= aS 8) B — aBB}

L(G) = {w € {a,b}* | w contém nimeros de a’s igual a0 numero de b’s }

s LB 1, abs -2 abbA - abha

S—-—l—-baB &, 4aBB S, aabd

G204 4 baS -4 baaB % bagh
2, babA -3 baba




L(G) é o conjunto de todas as combinagdes de cadcias em V4 com nimeros de a's =
numeros de b's.

Prova: por indugio sobre o comprimento de uma palavra (sentenca).
Hipé6tese Indutiva (devemos provar para todo comprimento de W)
Para todo W € V7

1) S5 W sse W consiste de n2de a's igual n%de b's.
2) AL W sse W tem um a a mais que b's.

3) BS W sse W tem um b a mais que a's

— se |[W|=1

temos que

2) A a
3) BLb e

1) S nao gera nenhuma sentenca de terminais de comprimento = 1.
— Suponha que a hipétese seja verdadeira para todo W||W| < k

— Deve-se mostrar que é também valida para |W| =k

1) Se S 5 W, entio a derivagao iniciou com S — aB ou S — bA

(1) se S — aB,W é da forma aW, onde [W;|=k—-1e B 2, W;. Pela hi‘pétese, o
n? de ¥'s em W, é 1+ n? de a's.

Portanto aW; = W contém n2 a's = n? b's

(1) se S — bA = analogo.

Deve-se mostrar a volta de 1), isto é, se || =k, e U™ contém o mesmo nimero de
'sed a0 S LW
aseos,entao 5> — W.

Neste caso, o 1° simbolo de W é a ou b.

Assuma que W = aW;. Entdo |[W;| =k —1, e W, tem um b a mais que a’s. Pela
hipdtese, B %, W,. Mas, entéo:

S—aB%al, =W

Portanto S 2 W.

15
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No caso de W = bW} = anilogo.
A prova ainda nao esta completa. Fica como exercicio mosirar 2) e 3) para |W| = k.

Ex.: 2 - Podemos pensar num processo inverso, isto €, dada L(G), determinar G
que gera L(G).

9

LG) = {0n10™}, n>0, m>0
L(G) = {),0110,01100,0511110,...}
1) S— AB

2) A — 0411

3) A=)

4) B—- 0B

5) B — A

S -L.AB -2,04A11B -250041111B -350011118 -4.00111108 -3-0011110.

Ex.: 3:
LG) = {a™ b, m>0, n>0}
S — AB
A — adA
A — a
B — bB
B — b

Teorema 1 Forma Normal de Chomsky

Toda Linguagem Livre de Contezto pode ser gerada por uma gramdtica na qual todas
as produgoes sdo da forma:

A — BC

A — a

onde A, B, Ce Vx ea€ Vr

Teorema 2 Forma Normal de Greibach

Toda Linguagem Livre de Contexto pode ser gerada por uma gramdtica na qual todas
as producées sao da forma:

A — ba

onde A€ Vy, be Vr ea € ((VyU Vr)*u {/\})

(Ou seja, € o conjunto de todas as produgées com o lado direito comecando com um
stmbolo termimal)

el




3.4 Gramaticas Regulares — GR

Gramatica - tipo 3 -

Sao as grwcas com produgdes do tipo:

A — aB A,BEN
ou a € Vr i
A —= b _ b e Vr U{}}

Ex.: 1
S —aS
S — bA
A—c

Qual é a L(G) 7 L(G) = {a™bc|n 2 0} |

Ex.: 2 - Vamos escrever uma gramatica regular que gere os nimeros inteiros com

sinal:

G = ({< inteiro >, < digitos >} , {0,1,...,9}, P, < inteiro >)
< inteiro > 1 = + < digitos > | — < digitos >
< digitos > :: = 0|1]2|3]4/5]6]7|8|9]

0 < digitos > | 1 < digitos > ...| 9 < digitos >

L(G) = {£0,%1,...,+9,£10,... £ 99,...}

3.5 Hierarquia de Chomsky e as Linguagens

Como uma linguagem pode ser gerada por varias graméaticas que podem ser de tipos
distintos; o que interessa na verdade é saber qual é o tipo da linguagem.

Hierarquia de Chomsky

GEF
GSC
GLC

GR

17
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Uma linguagem gerada por uma GSC,GLC ou GR é uma linguagem LSC,LLC ou
LR.

Assim, como uma linguagem do tipo i é também do tipo j interessa saber qual € o
maior i para o qual a linguagem € do tipo .

3.6 Propriedades de Gramaticas Regulares
Dadas duas gramaticas regulares Gy = (Vn1, Vi, Pr, S1) € G2 = (Vg V2, P, S2) :

(a) Pode-se construir uma nova gramatica regular G3, tal que

L(G3) = L(G1).L(Gz) = {zy | = € L(G1), ey € L(G3)}
Processo de Construcao

G3 = (Vw1 U Va2, V1 U Vrg, P3, 51)
onde Pj :
1. Se A — aB € P;, entao A — aB € P5;
9. Se A— a € P, entaio A — aS; € Ps;
3. Todas as produgdes pertencentes a P, € Ps.

Prova em “The Theory of Parsing, Translation and Compiling”, Volume 1,
Aho e Ullman.

Obs.:
Sea=\ = A — 5, (ndo é GR) - cuidado.

Ex.: G] Sl—*OA G2 Sz’—*O
A—=1 S, — 0S5,
B—2 C -0

L(G;) = {01.12} L(G,) = {0,0,...,10,0....010}

G3 = 51—40/1
Sl—)lB

* A——>152
52—40
52'—*10
52-‘)052

C—-0

L(G5) = {010,0110,0100,...120,1210,1200, ..}

18




(b) Pode-se construir G tal que

L(Gs) = L(Gy) U L(Ga) = {w |w € L(G1), ovw € L(G»)}
Processo de Construgao
Gs = (VM U VN2 U{S3}, Vi U Vrz, P, S3)

P, consiste das produgoes de P, e P,, menos 5; — )\ ou S; — A, mais para
todas as produgdes da forma S; — o ou S, — f, adicionamos a produgao
53 — a ou S3 — B.

Somente repete-se as regras de S; e S, se elas aparecerem do lado direito das
produgoes. '

Obs: Prova em Hopcroft

Sejam G, e G2 do Ex. anterior

Gs:
S — 0A
S—1B
S— A
A—1
B -2
S—0
S—1C
S-'OSl
52—')0
52—*10
Sz-—)OSz
C—-0

as produgoes:

Sl"‘*OA
Sl-'?lB
Sl—‘)A

sio necessarias apenas quando S; aparece do lado direito.

L(Gs) = {01,12.1,0,10,00,010,0,...10} = L(G1) U L(G2)

(c) Definimos L* = {\} U L ULL U L.L.L U...

Isto é, se * € L" entdo r consiste da concatenacao de zero ou mais cadeias de
L. (analogo 2 definigao de V*).

Dada uma GR, G;. podemos construir uma GR. G, tal que L(G) = L(Gy)

19




Processo de Construgao

G = (VN] U {S},VT},P,S)
onde P :

1. Se A = aB € P,,entao A — aB € P;
2.SeA—a€ P,entao A—aSeEPeA—a€P;
3.5¢S5, —a€P,entioS —a€Pe

4, S— A€eP.

Ex.: Gli S] —+a51
S] — bA
A—-c

L(G,) = {a"b ¢| n > 0}

G: S—aS
S — bA
A—cS
A—c

S— A
L(G) = {(a"bc)" [ n 2 0}

L(G) = {X, be, abc, aa...bc, bcbc, ababc, ...}
LY L} L L L? L?

Resultado: As linguagens regulares sao fechadas sob as operagdes de uniao, con-
catenagio e clausura®).
Isto é, a unido, concatenagao e clausura de LRs resulta numa LR.

Isto significa que VLR nao vazia pode ser construida a partir de um numero finito de
cadeias simples e um numero finito de operagoes de uniao, concatenacgao e clausura.




Relagao de correspondéncia entre as classes de
linguagens, gramaticas e reconhecedores.
Linguagem Gramatica Reconhecedor
tipo 0: Conjuntos tipo 0 : Gramatica com Maquinas de
Recursivamente Estrutura de - Turing
Enumeraveis Frase ”
tipo 1: Sensiveis tipo 1: Gramadtica Maquinas de
ao Contexto Sensiveis ao Turing com
' Contexto Memoria Limitada
‘tipo 2: Livres de tipo 2: Gramaticas Automatos a
Contexto Livres de Pilha
) 4 Contexto
“tipo 3: Conjuntos tipo 3: Gramaticas Automatos
Regulares Regulares Finitos

4 Ambiguidade nas Linguagens de Programagéo

Um requisito importante de uma LP é que ela nao seja ambigua, ou no minimo,
qualquer ambiguidade na linguagem seja facilmente evitada.

O mais famoso caso de ambiguidade € o else pendente

Seja a gramatica: ' -

C— if b then CelseC
C— if b then C
C— s

A gramaética é ambigua desde que a cadeia

if b then if b then selses

pode ser interpretada como
if b then ( if b then s else s)

ou

if b then (if b then s) else s
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Nas regras que definem o Algol 60 a sequéncia:

if ... then if ... nao é permitida pois um comando condicional é:

<cedi <if com>|
<if com> else <comando>
<if com>:: = if <exp> then <comando inc>

Mas os compiladores como Pascal e Algol permitem, if then
interpretagao que associa o else com o if mais préximo.

... if escolhendo a

Teorema 3 O problema de decidir se uma dada gramdtica (GLC) € ambigua € in-

solavel.

Mas em casos particulares pode-se reconhecer a ambiguidade como propriedade da
gramatica mais do que da linguagem. E sempre possivel reescrever a definicao
de uma gramaética para que nao seja ambigua, ou seja, encontrar uma gramatica

equivalente ndo ambigua.

Mas ha linguagems que sao inerentemente ambiguas, isto €, nao existe uma GLC
nao ambigua que as definam. Mas problemas de linguagem inerentemente ambiguas

nao existem em L.P.
Seja Gl = ({< E>,<T> < F><U>}1{0,1,2,...,9,+,%,(

onde:

P = {KE>:=<E>+<T>|<T>
<T>=<T>*x<F>|<F>
<F>:=<U>|(<E>)
<U>:=0]1]...]9

)}, P,< E>)

G1 é a gramatica usada para gerar expressoes aritméticas com (+ € *) para inteiros

em PASCAL.
Seja G2 = ({< E >, < F>},{0,1.2...9.4+,%,(,). }.P.< E>)
onde:

P= {<E>=<E>+<E>|<E>*<E>|<E>)|<F>

< F>u=0]1]...]19} '

equivalente a G1.

G2 contém um menor nimero de produgdes e simbolos que a gramatica G'1. Entao

porque as Linguagens como PASCAL nao usam G27

razao: G2 é ambigua G1 nao é.



5 Precedéncia e Associatividade de Operadores

Precedéncia de operadores decide a correta interpretacao das expressoes

Quanto maior a precedéncia do operador, maior ¢é o escopo que o operador atinge.

“not,( ),fungdes pré-definidas
and,div,*, /
prioridade precedéncia

+,-,0r

op. relacionais

Por exemplo, na gramatica

E - FE+T
E - T
T — TxF
T — F
F — a
F - 2
F — b
F —= ¢

4+ tem maior precedéncia que * pois esta definido mais acima na arvore e no juntor.

+ tem maior prioridade que + pois é resolvido primeiro que +.

Ex.:1- a+a*a

+(a.*(a.a))
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_.ssociatividade - decide & correta interpretagao das cxpressocs Com operadores
> mesma precedéncia.

"G={ E—E+E

- E—-ExE
E — (E)
E — a}

fssa gramatica possui duas caracteristicas nao desejaveis:
— G é ambigua, mas esta ambiguidade pode ser removida

Gl={ E—-E+T
E—-FExT
E—-T
T — (E)
T — a}

— em G eem G1 = + e x tem a mesma precedéncia

at+axa (a+a)*a
= pela associatividade
axa+a (a*xa)+a

Voltamos & gramética Go para obter a precedéncia convencional.

Go=‘-{ E—-’E+T
E-T
T —->TxF
T —F
F = (F)
F — a}
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F =mplo:

C nstruir uma gramatica que gere todas as expressoes Booleanas validas, envolvendo
¢ seguintes operadores em ordem crescente de precedencia,

(equivaléncia)
— (implicagao)
v (ou)
@
- (negagao)

os operadores a, b ec, de modo que a gramatica nao gere nenhuma sentenga com
~arenteses supérfluos.

Exemplo de sentenca valida: —~(aVb)=-aA-b

- Exemplo de sentenca invalida: a=(bA c)

Solugao
B> = <E>= <> <T>
<T>:: = <T>— <Fs| (<T>= <P} | <F>
C Py = <F>V <G| (<F>— <G>) | (<P>= <G>) | <G>
—  <G>A <H>| (<G>V <H>) | (<G> <H>) | (<G>= <H>) | <H>

- <Gy

6 Linguagens Regulares

" Os métodos para expressar as linguagens regulares sao:

1) Graméticas Regulares;

2) Expressoes Regulares.

Um estudo da teoria das linguagens regulares € justificado pelo fato de que estas
modelam a Anélise Léxica de um Compilador; o uso de Autématos Finitos modelam
certos aspectos do funcionamento do cérebro (Redes Neurais): outra aplicagao €
" no casamento de padrao (procura de uma palavra em um texto. muito usada em
_ editores), entre outros.

Varios utilitarios do UNIX usam expressoes regulares como especificacao de entrada

_ como por exemplo:

— LEX — Gerador de Analisadores Léxicos,

- AWK — Ling. de proposito especifico, é utilizada como filtro que fornece
facilidades para processamento de textos,

— e outros como ED. GREP, EX, V1, TROFF, NROFF.

26
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3.1 Conjuntos Regulares

Definicao 17 Seja V um alfabeto finito. Definimos um conjunto reqular sobre V
da seguinte forma:

'a) o conjunto vazio € um conjunto reqular sobre V
o) {\} conjunto com cadeia vazia - € um conjunto reqular sobre V
c) {a} € um conjunto regular sobre V para todo a pertencente a Vv

d) Se P e Q sdo conjuntos regulares sobre V, entdo também sao
— P UQ (unido)
— PQ (concatenagdo)
— P (fechamento)

‘e) nada mais € um conjunto regular

Obs.: O conjunto é regular se pode ser obtido por um numero finito de aplicagoes
~das operagdes de uniao, concatenagao e fechamento.

O método para denotar conjuntos regulares sao as Expressoes Regulares.

6.2 Expressoes Regulares

; Definigio 18 Ezpressées Regulares sobre V sdo definidas como:

a) O é uma ezpressio regular denotando o conjunto reqular § (vazio)
b) A € uma ezpressio regular denotando o conjunto regular {\}
¢) a em V € uma expressao regular denotando o conjunto regular {a}

d) Se p e g sio expressoes regulares denotando os conjuntos regulares P € @
respectivamente entao:
— (p+44q) € uma expressio regular denotando P U Q
— (pg) ¢ uma ezpressio regular denotando PQ
— (p) ¢ uma erpressdo regular denotando P~

¢) nada mais € uma expressao regular.

Obs.:

— Usa-se a notacao p* para denotar a expressao regular pp”;

— Pode-se remover os parénteses quando nao houver ambiguidade.

Precedéncia: * |
conc |
+

" Ex.: 0+ 10" significa (0 + (1(0%)))

(3]
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~Ex.:

1) 01 denota a Linguagem Regular {01};
© 2) 0° denota a Linguagem Regular {0°};
3) (0 + 1) denota a Linguagem Regular {0,1};
4) (0°1*)" conjunto de todas as cadeias de 0 e 1 incluindo a cadeia nula;
5) (0 + 1)*011 denota o conjunto de cadeias de 0’s e 1's terminadas por 011;
6) (a+ b)(a+b+0+1)" denota o conjunto de cadeias em {0,1,a,b}" comegando

por a ou b;
7) (ab+ c) denota a linguagem {ab, c};

(ab + «¢)

G, GY

Gll = Sl — aB

B—b

Gy S, —c

L(Gy) U L(G}) = S—aB
S—c
B—-b

8) (a + b+ c)” denota a linguagem {},a,b,c,aa,ab,ac,ba,bb, ca, cb, cc, aaa,aab,
isto é, todas as cadeias sobre {a,b,c};
(Gz) = S5— a$S;
Sg — ng
Sz — CS2
Sz bl )\

9) (aa™ + c)b denota {cb,ab,aab,aa...ab,.. b
(G3) = Ss—cB
B—b
S3 — aB
53 — aA
A— aB
A—dA

(a a + ¢ b
Gy Gy Gy Gy

G,: S —a
Gy: S;— aS,

Sy, — A
GL: S3—c
Gi: S;—b
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L(G])L(Gz) = G'l = S] - 052

S, — aS;
Sg — A
L(G})UL(Gs) = G = S—aS5;
S—c
Sy — aS,
L(G).L(G4) S —a5;
S — C54
Sg — GSQ
S4 — b

- O processo usado para encontrar uma expressio regular denotando a L(G) para
~ uma dada gramatica regular € o seguinte:

Toma-se as produgdes da gramatica G como definindo um conjunto de equagoes:

{S—dS
S — bR
R — aS}

Em lugar das 3 produgoes escrevemos 2 equagdes em L(R) e L(5):

L(S) = {a}.L(5) U {8}.L(R)
L(R) = {a}.L(S)

L(G) L(S) por definigao (G=gramatica S=simbolo inicial)

Com expressdes regulares dispensa-se 0s { } e abrevia-se L(S) e L(R)por Se R

S=aS+ bR
R=aS

Substitui-se o valor de R em S:
G =aS+baS — S=(a+ba)S pelo axioma A6.

Regra para eliminar S do lado direito:

A equacio X = aX +  tem como solugio X = a™f3

Logo S = (a+ba)S — S =(a+ ba)
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Axiomas: Al (a4 f)+y=c+(F+7)
A2 (af)y=olby)
A3 a+f=f+c
A4 a4a=a
A5 a(f+q)=(aB)+(a+7)
A6 (B+7).a=(B.a)+(y.0)
AT a+b=a
A8 af=0.c
A9 Jda=a=al)

Al0 a"=)X+ca.0"
All a*=(A+a)"

Obs. adicionais:

a* fechamento;

at fechamento positivo;

classes [a — 20 — 9] dead zede0a9 (range);
complemento ["a — z] tudo menos letras minusculas;
(abled) = ab ou cd = (ab + cd);

[A— Za - z][A — Za — 20 — 9]* identificador;

[0 — 9] numeros inteiros.

L A A

Exercicios:

1) Seja G1 uma gramatica cujas produgoes sao:

{Sl — a51 A A

et /DL W -2

S1 — a5 S, > P

Sy, — b}
Qual é L(G1) em expressoes regulares? mostre sua resposta.

2) Seja G2 uma gramatica cujas produgoes sao:
{S, — IR
SQ — I
— d
— dR
— |
—

IR

v~~~

Qual é L(G2) em expressdes regulares? mostre sua resposta.
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6.3 Exercicios

1. Descrever formalmente o conjunto fechamento do conjunto A = {00}

. Seja A= {+} eseja z=+.

Escrever as cadeis abaixo declarando o tamanho de cada uma delas;
z,2z,2%,252°

Escrever o fechamento de A.

Seja A= {0,1},z =01 ey =110

Escrever as cadeias zy,yz, ryz, (2?) (zy)°, (zz)°.

Dar também o fechamento positivo de A.

4. Construir gramaticas nao ambiguas para a definicao de linguagens cujas sen-
tencas sejam:
a) ga...ab...b ,yn>0
n n
b) @...ab...b ,n>0
2n-1 n
c) a...ab...ba...a ,n>0
n n n
d) a...ab...ba...a ,m>0,n>0

m

n m
e) a...ab...ba...ab...b ,m>0n>0
N e’ N e N e N e’
m n m n
Obs.: Duas entre as linguagens acima nao poder ser descritas por uma gramatica
em notacio BNF. Quais sao elas?

5. Descrever as linguagens geradas pelas gramaticas abaixo e classificd-las segundo
a hierarquia de Chomsky.

a) S— A0 b) S—1S
A—1A S—1A
A0 — 10 A — 0a

A—-0

) §— 50 d) S§-—051
S — Al S—01
A — 040 '
A—=1

e) S—0A4 f) §—aXa
S—1B X - bX
A—0A aX — aC
A—0 Xa — ca
B— 1B X — XB
B-1

-1

Escreva uma gramatica em BNF cujas sentencas sejam numeros inteiros posi-
tivos, na base 10 e multiplos de 5.

. Escrever uma gramatica regular cujas sentencas sejam numeros positivos em

base decimal, miltiplos de 4. Permitir os zeros nao significativos.
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8. Mostre qual a linguagem gerada pelas produgoes da GLC abaixo e construa
uma GR equivalente:

S — AB
A—dA
A — aBB
B — Bb
B—b

9. Seja G2 uma gramatica descrita pelo seguinte conjunto de produgoes:
<id>:u=al|lblc<id>al <id>0]| <id>1

Escrever Vy, V7. .
Mostrar as derivagdes possiveis para gerar as sentencas a, ab0,a0c01,0a,11, aaa

10. Escrever uma gramatica cuja linguagem seja o conjunto dos niimeros inteiros
pares positivos sem zeros a esquerda.

11. Construir uma gramatica que gere a linguagem {a (b") a | n > 0}

12. A gramaética G3 abaixo é frequentemente usada para expressoes aritméticas
com operadores binarios:

<ezp> = <termo> | <exp>+ <termo> | <exp> — < lermo >
<termo> : = < fator> | <termo> x < fator > | < termo> | < fator >
< fator > = (<exp>)|1i

Dar as arvores de derivagao sintatica das seguintes expressoes aritmeéticas:
i, (1), 1*1, 1% (1+1)

13. Construir uma gramatica cujas sentencas sejam cadeias com nimeros de 0's
igual ao 1's.
14. Seja A= {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}
Pede-se:
a) Descrever (com palavras) o conjunto fechamento positivo de A.

b) Dizer se em A" os elementos 0015 e 15 sdo os mesmos, e porque.

15. Seja G4 a gramatica:
- <cad> = ab| a<meio>b
<meio> = a<meio> | <meio>bla]|b

Pergunta-se:
Trata-se de uma gramatica ambigua ou nao? Justifique. Qual a linguagem

gerada por G47
16. Dadas as seguintes gramaticas G5 e G6.
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17.

18.

19

20

G5 G6

EFE-E+E E—-FE+T
E—-ExFE E-T
E—a T-F
E—b F—oa
F-b
F — (E)
a) Enumere todas as derivagbes distintas da cadeia b*a + a usando ambas as
gramaticas. 5 ¢

b) Mostre que as gramaticas G} e G2 geram a mesma linguagem.
c) Mostre que a gramatica G2‘nao é ambigua.
Quais as linguagens geradas pelas seguintes gramaticas?
a) §—-0S1 §—-101
b) S—- 4SS §—-S8§
S—a
c) §—=5(5)S S—-&
d) § — aSbS S — bSaS
S—&
e) S—a S—-5+S8
S—SS
S — Sx
S —=(S)
Quais destas gramaticas sdo ambiguas?

Considere a gramatica livre de contexto
S—+
S — S55%
S—a
a) Mostre como é gerada a sentenga (aa+a*) e construa a arvore de derivagao
sintatica correspondente.
b) Qual é a linguagem gerada por esta gramatica?

Produzir uma gramatica G tal que:

a) L(G) = {ab"c comn > 0}

b) L(G) = {a"b™ comn < m,n,m > 1}
¢) L(G) = {a®"|n > 0}

d) L(G) = {a™|n > 0}

e) L(G) = a"b™|n <m < 2n onde n,m > 0}

Considere a GLC com as seguintes produgoes

<expressao> i = <expressao> + <termo>l <termo>
<termo> = <termo> * <fator>| <fator>
<fator> 0 = ( <expressao>) | id

Para esta gramatica, encontre:
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1) derivagdes mais a esquerda

2) derivagdes mais a direita

3) derivagbes que nao 530 nem mais a esquerda nem mais a direita para as
sentencgas:

a) £d +id + id

b) (id + id) * (1d + :d)

c) ((2d + id) * id) +:d

21. Considere a gramética descrita pelas regras de produgéo abaixo:

S — dAS S—a
A — SbA A — ba
A—SS

construa derivacdes mais & esquerda para as cadeias:

a) aaa ba baaaabb aa baa
b) aaa baba aaa bb aa ba aa bbaa

22. Escrever um algoritmo que, datias duas cadeias a; € a; e uma G.L.C G =
(Vn, Vr, P, S), determine se al-—E> a; .

23. Considere a gramatica

G=( {S,T,L} N {a,b,"’",-’*’/?[a]?}vPaS)

onde P= {S—-T+S§
S—-T-S5
S—-T
T—LxT
T—L/T
T—1L
L —[S]
L—a

L — b}

Descreva informalmente qual é L(G). Encontre uma gramatica na forma nor-

mal de Chomsky que gera L(G).
924. Considere a gramatica G({A.B,C} . {0,1}, P. 4) onde P consiste das produ-

) goes:
A — 0A1 B —-1C0
A — 0AC - B - AC
A—-0 C - 1CB

A— 1B0 C —- AB

Encontre uma gramatica G, equivalente a G.

25. Se G é uma gramatica, escrita na FNC onde W € L(G) e ha uma derivagao de
W usando P passos, qual o comprimento de W? Prove sua resposta.
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26.

217.

28.

29.

30.

31.

Considere a gramatica

G=({S}, {p,[,)in,c}, P,S)

onde P consiste das produgoes:

P= {S—p
S —nS
S — [ScS)}

Descreva L(G) informalmente. Encontre uma gramatica equivalente escrita na
forma normal de Chomsky. A partir da gramatica escrita na FNC encontre
uma gramatica equivalente escrita na forma normal de Greibach.

Dé uma GLC que gera a linguagem:
L={01"2"|i=j ou j=k, onde i,7,k >0}

Dada a GLC,G = (V~, V1, P, S) onde
VN = {S,A,B,C,D}
VT = {0,1}
P= {5— 0S51|0A|D
A — ASC|1C|1
B — 0B1|01
C — 0D1
C — 01C}

Encontrar uma G LC equivalente sem simbolos estéreis e inacessiveis.

Encontre uma gramatica livre do contexto, sem simbolos inuteis, equivalente
4 graméatica descrita pelas regras abaixo:

S — AB|CA A — AA|C|\D
A—a C — aB|b

Considere a gramatica abaixo:

G = ({S,X,Y,B,A,C,D}, {0,1}, P, 5)
P= S XY A- AA[C|D
X—-B (C-0
Y = A D—1
B—=YA E—-X

Construa uma gramatica Gy equivalente a G tal que G, nao tenha produgoes
do tipo A — € nem A — B e nao tenha simbolos estéreis ou inacessiveis. Se
G, for amigua, construir Gz equivalente a G, tal que G, seja nao ambigua.

Encontre graméticas nao ambiguas que gerem 0s seguintes conjuntos:

a) ndmeros binarios multiplos de 4, sem zeros nao significativos.
b) Ly ={X|X € {0,1}" néo possui trés, 1’s consecutivos }
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32.

33.

34.

¢) ndmeros inteiros pares, positivos ou negativos, com sinal (exceto o zero),
sem zeros nao significativos.

d) Ls = {W | W € {(,)}" e W estd balanceada }

Considere a gramatica G = ({S, 4, B},{0,1}, P, S) onde P consiste das pro-
dugoes

S — AB A—a B— )

S—aBB A—aB B-—bB

S —aSBa A—aSb B —aSB

Encontre uma gramatica equivalente,onde o simbolo reservado (inicial) S nao

aparece do lado direito das produgoes, e S — ) é a tnica producdo que possui
A do lado direito.

Passar para a forma normal de Chomsky e para a forma normal de
Greibach as GLC abaixo:
1) S— AS
S—b
A—aB
B — aB
B—b

2) S—AB
A—alb
B - AC
C—-D
D—a

3) S— A|B
A — aaAlaa

B — aaBla

4) S — AblAc
A — ABla
B —a

5) S — Ab|Bc
A — Adla
B — Bala

6) S — BAb|CAc
A — BAla
B—a
C—a

Dizer se a gramética abaixo possui a propriedade do encasulamento. Justificar
sua resposta.

36



A—-CB
A—b
B—-CA
C — AB
C—a

Sl o

Obs.: Uma gramatica G, € encasulada se 3 varidvel A tal que A — A

onde a; € a; sao cadeias nao vazias.

35. Encontre uma gramatica regular equivalente a gramatica G = (Vn,Vr, P, S),

onde
VW= {5,A,B}
VT = {a, b}
P= {S— abbaA|bB
A — aAlaB
B — bA|abalb}

36. Escreva uma gramatica cuja linguagem seja {a

37. Determine pelo menos 10 sentengas gera

" n > 1}

das pelas produgdes da gramatica:

<S> = <B>| se <S»entdo <S>senao <5>
B>: = <C>| <C>+ <D>| + <C>
<O = <D>| <C>* <D>| * <D>
<PD>: = x ‘ ( <S>) | -<D>.
38. Dizer se sao ambiguas as gramaticas e determinar a L(G):
a) S — aSa
S— A
X = aaaa
a/S\a
"
A
b)) E-E+E
E—-E*E
E - (E)

E — Identificador

Identificador — a

c) S— SE
S—E



E—()

E—(S)
d) §—(S)

S—=()S()

7 Conclusoes

Como comentado anteriormente esta Nota Didatica tem como objetivo familiarizar
o leitor com os conceitos basicos das Gramaticas enfatizando aqueles que subsidiam
a definicao de Linguagens de Programagao.

Esta Nota Didatica terd continuidade em uma préxima nota relacionada com os
Reconhecedores das Gramaticas Regulares e Livres de Contexto, a ser publicada
futuramente.

Agadecimentos: as Profas. Maria das Gragas Volpe Nunes, Rosely Sanches e San-
dra Caldeira pela contribuigao com material diddtico; a Carmen Lucia Pagadigorria
pela digitagdo deste documento.
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