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2.7 Propriedades das
Linguagens Regulares

¢ LR podem ser representadas por
formalismos

 baixacomplexidade
» grande eficiéncia
o facil implementacéo

¢ Entretanto, € uma classe de linguagens

* restrita
 limitada
o efécil definir linguagens que ndo sao regulares
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¢ Algumas questOes sobre L R necessitam
ser analisadas

e COMO determinar se uma
[Jlinguagem e regular?

como verificar ssumalLR é
O infinita?
O finita?
[ vazia?

é possivel analisar duas LR e concluir se séo
[liguais?
[ diferentes?

ou sga, e possive verificar
[1 se duas especificacOes sao equivalentes?
[J se dois compiladores sio equivalentes?
[J se o compilador aceita exatamente a linguagem
especificada?

aclasse das LR é fechada para operacoes de
[Juniao?
[1 concatenacao?
I interseccao?
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¢ A andlise de cada propriedade

o ¢ desenvolvida paraum formalismo
e demaisformalismos

[1 é suficiente traduzir

AFD - ER né&o foi apresentada
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Bombeamento paraasLR
 proposicao Util no estudo das propriedades

LR
[] & aceitapor um AFD com n estados

AFD reconhecew tq Cwl1>n
[1 obrigatoriamente assume algum estado q mais
de umavez
[1 existe um ciclo no programa gque passa por q

logo, w pode ser dividida em trés subpalavras
Lw =uvz
O0uvdO<snelvO>1
[1v & aparte reconhecida pelo ciclo

claramente uv'z paraqqi=0
[1éaceitapelo AFD
[1 executando o ciclo | vezes
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Teorema: SelL éLR, entao

e existen tq,

e paraqgqw L onde CwiI=n,

e W pode ser definidacomo w = uvz
O0uvd<n e vO>1

e paratodoi>0, uv'z OL

Prova
e LELR
[Jexiste AFD M =(3,Q, d,qo, F) tqL(M) =L
e sgjan ocardina deQ
e sggaw=aza2.amLtgm=n
« suponha d(qo,a1) = q1, (q1,a2) = 2,...,0(qm-1,8m) = gm
e comomz2=nexistemr,sonde0<r<s<ntq
Lagr=0s
[0 3(qo, a1...ar) = qr, O(0r, ar+1...as) = Qs
[ 5(0s, as+1...am) = m

e sgamu=aj...ar, V=ar+1...as €Z = as+1...am
e comor<s<n,entdo [v>1ellvl<n
e COMO Qr = (s, entao

[1v e reconhecidaem um ciclo

O portanto, uv'z O L, paratodoi> 0
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e N=4

* NO caso particular dew = abbba
Ugr=0s=0q1
Hu=a
v="hbb

[1z=ha
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Linguagem Regular x Nao-Regular

¢ Eregular

e suficiente representar usando
[J autdbmato finito
[1 expressao regular
(1 graméticaregular

¢ Nao eéregular

* necessita ser desenvolvida para cada caso
 algumas ferramentas especificas

[1 ex: bombeamento

[1 em geral, demonstragao por absurdo



Linguagens formais e Autdmatos - Capitulo 2 - P. Blauth Menezes 8

L ={w 0w possui 0 mesmo numero de simbolos a e b}

bombeamento + absurdo
suponhaque . é
entao existe AFD M com n estados que aceita L
sgaw =a"b"
pelo bombeamento

[Jw =uvz onde LuvJ<n, [(W>1

O paratodoi>0, uv'z é palavrade L
ABSURDOQO!!!

[ Cuvd< n e uv € composta exclusivamente por

simbolos a
[0 ent&o, por exemplo uv?z, ndo pertence al (ndo
POSsUi 0 mesmo numero de simbolos a e b)
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Operacoes Fechadas sobre LR

¢ Obs

e paraumalinguagem L sobre } *,
L' denota 0 seu complemento em > *

¢ Teorema: A classedas LR éfechada para

e uUnido

¢ concatenacéo
e complemento
* interseccao
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¢ Prova

* UNi&o e concatenacao
[1 decorrem trivialmente da definicao de ER

e complemento
[Jaidéaconsiste em inverter as condicoes de
ACEITA/REJEITA do AF

e inversdo das condicOes ACEITA/REJEITA
[0 modificao AF, garantindo que somente ira
parar ao terminar de ler toda a entrada
[ transforma os estados finals em ndo-finais e
vice-versa

* interseccao
[Itratar ainterseccéo em termos da uniao e
complemento
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¢ Complemento

e sgjal umalLR sobre }*
 sgjaM = (3, Q, F, qo, 3) um AFD tq ACEITAMM) = L
e sgjaM'=(3,Q, F,qo, &) tqg ACEITAM) =L’
HQ=Q0{d}
OF=Q'-F
[1d' € como d, excetuando-se
d(q,a) =d sed(q, a) ndo e definida
o(d,a)=d

¢ Interseccao

e Sggamliel?2 LR
e L1 nly=(L1'0LYY)
e como aclasse das LR éfechada para
[1 complemento
[Juni&o
entao é fechada para a interseccéo
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Investigacdo seumalLR éVazia,
Finitaou Infinita

Teorema: SelL é LR aceita por um AF M
com n estados, entdo L &

e vazia sse M nao aceita qualquer w tq LwlI<n
 finitasseM nao aceitaw tqn < [wlI<2n
 infinitasse M aceitaw tgn < [wlI< 2n

Ou sg a, prova-se que

o existeumalgoritmo paraverificar ssumalLR
representada por um AF é vazia, finita ou infinita

Pelo bombeamento

e seaceitawtqwlI>n
e entdo alinguagem e infinta
* mas como verificar se existetal w?
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OO
Of
e infinitasse acaitaw tqn < CwlI<2n
e menor palavra aceita de comprimento maior ou
Igual a3
[1 aabaa

[] possui comprimento 5
[Jousga, 3<[habaall<6
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¢ Aceitaw tqn < Owll< 2n, entdo € Infinita
e sggaw [JLtgn<[wli<2n

e pbombeamento
[ w=uvzonde Cuvd<n, vOd>1
O paratodoi>0, uv'z é palavradeL

 logo, L éinfinita
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Infinita, entdo aceitaw tqn < Lwl< 2n

se einfinita, entdo existew tq L= n
se [wLI< 2n, entdo a prova esta completa

suponha que néo existe w tq LwlI< 2n
suponha Cwl1> 2n
[1 mas de comprimento menor ou igual a
gualquer outrat tq LtL1>2n

entdo w = uvz onde CuvOd<n, vO>1euw'z OL
em, particular, 1< [v[J<neuz L

ABSURDOI!!!, poisrelativamente auz tem-se que:

se [uz>2n
[Jw nao é amenor palavratq Cwll>2n !

se [z[d< 2n

como [vz[d>2n e 1<[vl<gn
Oentdo n<uzO<2n

[1logo existew = uz tgn < CwlI< 2n
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¢ Vazia sse nao aceita qualquer w tq Lwll< n

e processa M
[Iparatodow tq CwLl<n

e serejeitatodas as palavras
[Jalinguagem e vazia

* prova
[1 simples usando o bombeamento
[]

¢ Finitasse nao aceitaw tgn < Luv< 2n

» conseguénciadiretado caso infinita
[1 negacao do caso infinita

e processa M
[Jparatodo w tqn < CwlI< 2n
e serejeitatodas as palavras
[Jalinguagem éfinita
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|gualdade de Linguagens Regulares

¢ Teorema.

e« seM1 eMz séo AF
» entao existe algoritmo para determinar se
LJACEITA(M1) = ACEITA(M2)

¢ Portanto

 existe um algoritmo para verificar se
[J dois AF sao equivalentes
[J reconhecem a mesma linguagem

¢ Prova

 sgjam M1 e M2 AF tg
JACEITA(M1) = L1 e ACEITA(M2) = L2

e sgal3=(L1 n L2) 0 (L1' n L)

 portanto, € possivel construir um AF Mzs tq
OACEITAM3)=L3=(L1 n L2) O (L1' n L)

o claramente, L1 =Ly ssel3 évazia
[ existe algoritmo paraverificar se LR évazia
[ existe algoritmo pra ], n e complemento
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Eficienciade um AF como Algoritmo
de Reconhecimento

¢ Simulador de qualquer AFD

o f&cil implementacéo

 agoritmo que
[1 controla a mudanca de estado
[1 a cada simbolo lido da entrada

¢ Tempo de processamento

e paraaceitar ou rejeitar
] diretamente proporcional ao tamanho da
entrada

e em termos de Complexidade
[1 parte da Teoria da Computacao que estuda o0s
recursos necessarios ao processamento
[1 pertence a mais rapida classe de algoritmos
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¢ Tempo de processamento
e Nao depende do AFD
* qq AFD gue reconheca alinguagem
[Jterd amesma eficiéncia
¢ Otimizacao?
 reducdo do numero de estados

e existe um agoritmo para construir
0 AFD minimo
[JAFD com o menor numero de estados
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2.8 Minimizacao de um
Automato Finito

¢ ODjetivo

e gerar um AF equivalente
¢ CcOmM 0 menor numero de estados possivel

¢ Minimizacéo do numero de estados

 adotada na maioria das solucdes praticas
 entretanto, em algumas aplicacoes
I minimizar do nimero de estados pode nao
Implicar no menor custo de implementacéo

[1 desenho de circuitos el etronicos

[] pode ser desgjavel introduzir estados
Intermediarios

[1 paramelhorar a eficiéncia

[J ou simplesmente facilitar as ligacoes fisicas

 nestes casos o algoritmo deve ser modificado
[ prevendo as variaveis especificas da aplicacdo
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¢ O autdmato minimo é unico

e aminimizacdo de AF distintos
[1 que aceitam a mesma linguagem
[] geram 0 mesmo AF minimo

¢ |déabasicadoalgoritmo

 unificar os estados equivalentes

¢ Definicao. Estados Equivalentes

e (] ep Sao equivalentes sse
Ll paraqqw,
0o(g, w) e ofp,w)
[ resultam simultaneamente em estados finais, ou
nao-finais
e OUSga
[1 processamento de uma entrada qq
[Japartir de estados equivalentes
[1 gera 0 mesmo resultado aceitalrejeita
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¢ Pré-Requisitos do Algoritmo

o AF deve ser deterministico
e Nao pode ter estados inacessivels

[ ndo-atingiveis a partir do estado inicial
 afuncao programa deve ser total

¢ Caso o0 AF nao satisfaca algum dos pré-
requisitos

e gerar um AFD equivalente
[1 agoritmos introduzidos nos teoremas

 eliminar os estados inacessivels e suas
correspondentes transicoes
[1 algoritmo relativamente simples
[1 sugerido como

 funcao programa total
LI introduzir um novo estado nao-final d
L incluir as transicOes ndo-previstas, tendo como
resultado o estado d
[ incluir um ciclo em d paratodos os simbolos
do alfabeto
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¢ |déabasicadoalgoritmo

o identifica os estados equival entes
[1 por exclusao

o apartir de umatabela de estados
[J s&0 marcados 0s estados nao-equival entes

» ao fina do algoritmo
[] as referéncias ndo-marcadas
[1 representam os estados equivalentes.
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¢ Algoritmo de Minimizacao

« sgjaM=(3,Q, d,qo, F) um AFD
[ satisfaz aos pre-requisitos
e tabela: relaciona os estados distintos

d1

q2

On

do 1 | ... | On1 | On

e marcar natabela os pares
[1{estado final, estado nao-final}
[1 estados finais ndo sao equivalentes a ndo-finais
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¢ Para{qu, gv} ndo-marcadoeall )

 suponha d(qy, a) = pu e d(qv, a) = pv
e Sp Pu = Pv

[1gu éequivalenteaqy

[1parao simbolo a

[J nao marcar

* Sepu#pyveopar{py pv} €nao-marcado
1{qu, qv} éincluido em umalista
apartir de{pu, pv}

[] para posterior analise

* Sepy#pyveopar{py pv} € marcado
{qu, qv} € ndo-equivalente
[ marcar
[Ise{qu, gv} encabeca umallista
[J marcar todos os pares da lista
[1 e, recursivamente, se algum par dalista
encabeca outra lista
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¢ Paresnao-marcados sao equivalentes:
unificar

e aequivalénciade estados é transitiva
 pares de estados equivalentes
[J unificados como um unico estado
» se algum dos estados equivalentes e inicidl
[ estado unificado éinicial

¢ Estadosinuteis devem ser excluidos

e um estado g éinutil
[] se é nao-final
[Jeapartir deq ndo é possivel atingir um estado
find

e oestadod
[1seincluido
[J sempre é inutil

o algoritmo paraexcluir os estados inuteis
[1 e suas correspondentes transi coes
[1ésmples
[]
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o satisfaz os pré-requisitos de minimizacéo
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e contrucéo da tabela
e marcacao dos pares
[1{estado final, estado nao-final}

a1 X
02 X
a3 | X
04 X | X | X
as X X X
do 41 42 43 da
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o analise dos pares de estado nao-marcados

* {Qo, g4}
o(do, @) =02 0(04, @) =3
o(do, b)=q1 (s, b) =2

{a1, 92} e {02, g3} sfo ndo-marcados:
{qo, g4} éincluido nas listas de {q1, 2} e {q2, 3}

* {qo, g5}
o(qo, @) =02 9(gs, @) = Q2
o(qo, b)=q1  0(gs5, b) =03

{01, g3} € ndo-marcado (e como {q_2, g2} €
trivialmente equivalente):
{00, 5} € incluido nalistade{q1, g3}

* {01, 02}
o(qn,a)=01  0O(d2, @) =04
o(q1, b)=qo  9(2, b) =05

{01, g4} € marcado: {g1, g2} € marcado
{01, 02} encabeca umallista: {00, 04} € marcado
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* {01, g3}
o(q1, @) =01 0(03, @) =75
o(q1, b)=qo  0(03, b) = g4

{01, g5} e{0o, g4} so marcados; {q1, 03} € marcado
{01, 03} encabeca umallista: {qo, g5} € marcado

* {02, 93}
o2, a)=0q4 003, @) =05
o(02,b)=0g5  9(q3, b) =4

{94, g5} € ndo-marcado:
{02, g3} eincluido nalista de{ds, gs}

* {04, g5}
o(04,@)=03  0(qs, @) =2
o4, b)=0q2  0(gs5, b) =03

Como {02, q3} € ndo-marcado:
{04, g5} eincluido nalistade{d2, g3}



Linguagens formais e Autdmatos - Capitulo 2 - P. Blauth Menezes 31

a1 | X

2 | X |[|®

| X |'® | O

aa | & | X | X | X

s | & | X | X | X O
do d1 02 as Q4

{qo0, gs}
{do, a4}
{qo, g4} {04, gs}

{g2, a3}

e Como os pares{qz, g3} e{d4, g5} S&o nao-marcados
[1 g23: unificacao dos estados nao-finais gz e g3;
[1 g45: unificacao dos estados finais g4 e gs.
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¢ Teorema:

* O AFD construido

 usando o algoritmo de minimizacao

¢ €0 autdmato com menor numero de estados para a
linguagem

¢ Teorema:

e O AFD minimo de umalinguagem € unico
e amenos de ismomorfismo
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2.9 AF com Saida
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¢ O conceito basico de AF

e aplicacoes restritas
 saida
[Ilimitada a l6gica binaria aceita/rgjeita

¢ Geracao deuma palavra de saida

estende a definicao de AF

nao altera a capacidade de reconhecimento
[1reconhece aclasse de liguagens regulares

e saida
[1 nao pode ser lida
[1 n&o pode ser usada como memoria auxiliar

as saidas podem ser associadas
[ astransicoes - Maquina de M ealy
[1 aos estados - Maguina de M oor e
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¢ Saida

e definida sobre um alfabeto especial
[ alfabeto de saida
[1 pode ser igual ao alfabeto de entrada

e saida
[ fitaindependente da de entrada

» cabecadafitade saida
I move umacéulaparadireita
[1a cada simbolo gravado

e resultado do processamento
[ estado final (condicao de aceitalrejeita)
[Jinformag&o contida nafita de saida

¢ Maquinasde Mealy e Moore

» modificagbes sobre o AFD
[1 ndo-determinismo
[1 movimentos vazio
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Maguinade Mealy

e paracada transicao
[ geraumapalavra de saida
[1 pode ser vazia

¢ Definicdo. Maguina de Mealy

e G-uplaM=(>,Q, o, qo, F, A)

« 5 dfabeto de simbolos de entrada

e Q conjunto finito de estados

o funcéo programa ou de transicao
0 Q%Y — QxA*
[1funcao parcial

(o estado inicial tqqy U Q

F conjunto de estados finaistq F LI Q

A afabeto de simbolos de saida

¢ MaquinadeMealy x AFD

e 5,0, FeqosiocomonoAFD



Linguagens formais e Autdmatos - Capitulo 2 - P. Blauth Menezes 37

¢ Processamento para uma entradaw

e sucessiva aplicacao dafuncéo programa
 paracadasimbolo dew

e daesguerdaparaadireita

 até ocorrer uma condicao de parada

¢ Palavravazia como saida

* nenhuma gravacao é realizada
[1 n&o move a cabeca dafitade saida

» setodas as transicOes geram saida vazia
[1M&g. de Mealy processa como um AFD

¢ Funcao programa estendida

e definicdo formal paraumaMéguina de Mealy
[]
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criae atualiza arquivos
entrada fornecida pelo usuario
[ exemplo: teclado

saida gerada pelo programa
[ exemplo: video

acao interna ao programa
[] sem comunicagao com O USUario

resultado de uma acao interna ao programa
[1 entrada no diagrama

M - (Zl {q01 q11 ey q81 qf}’ 51 q01 {qf}’ A)
Oy =A
[J simbolos validos no dialogo



do
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[qualquer infol]
"acao?"

"nome?"
’
(homel
[existe?]

(sim)

"erro" e

(n&o)
"acao?"
fim0O \
"operacao
abandonada"

[sim{]
"arqg salvo"

[salva arq]

[¢ria arq] [&tu arq

HimO

"fim programa"

"nome?"

‘
momel
[existe?]

(sim)
"acao?"

K

(hclui infoO
"Iinfo..."

(ihclui infod
"Info..."

im infos[d
"salva arq?"

(haoll
"arg néo salvo"
[abandona arq]
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Méaguina de Moore

» paracada estado da maguina
[ geraumapalavra de saida
[1 pode ser vazia

¢ possui umafuncéo de saida

Maquina de Moore

o 7-uplaM=(3,Q,9,qo, F, A, ds)
« 5 dfabeto de simbolos de entrada
o funcéo programa ou de transicao
06:Q%x% - Q
[1 funcao parcial
Q conjunto finito de estados
(o estado inicial tq gy U Q
F conjunto de estados finaistq F LJ Q
A afabeto de simbolos de saida
ds funcao de saida
dds:Q —» A*
[ é total
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¢ Moore x AFD x Mealy

¢ 5,0Q,9,Feqosd comonoAFD
« A ecomo naMaquinade Mealy

¢ Processamento para uma entradaw

e sucessiva aplicacao dafuncéo programa
 paracadasimbolo dew

o daesguerdaparaadireita

 até ocorrer uma condicao de parada

¢ Palavravazia como saida

* nenhuma gravacao é realizada
[1 n&o move a cabeca dafitade saida

 setodos os estados geram saida vazia
[1 Mé&guina de Moore processa como um AFD

¢ Funcao programa estendida

o definicdo formal paraumaMaguina de Moore
[]
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p/ compiladores ou tradutores de linguagens
analisador léxico
[] basicamente e um AF
[1em geral, deterministico
Identifica os componentes basicos da linguagem
[ nUmeros
[ identificadores
[] separadores
[letc

[1 associado a cada unidade |éxicaidentificada
[] : descreve ou codificaa unidade |éxica

[] . palavravazia
COMO Sseria uma correspondente Maquina de
Mealy?
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EquivalénciaMoore x Mealy

¢ Equivaléncia
e nao évalidaparaaentradavazia

e Maquinade Moore
[1 geraapaavra correspondente ao estado inicial

 Méaguinade Mealy
[1 n&o gera saida
[1 n&o executa transi¢cao alguma

e demals casos
[1 equivaléncia
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¢ Teorema: Moore — Mealy

* g Mé&g de Moore
 pode ser ssimulada por umaMaq de Mealy
e paraentradas nao-vazias

¢ Correspondente Maq de Mealy

» simulacao da saida do estado inicial de Moore?
[J introduz um novo estado e
[ referenciado somente na primeiratransicao a
ser executada
[] saida referente ao estado inicial de Moore

ai

[ 4

aop

wli
(a,uquo)

(az,u1)

[ 4

(ao,uo)
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¢ Prova
« MO=(5,Q, dvmo, qo, F, A, ds), M&g de Moore qq

e sgaaMaquinade Mealy
ME = (3, Q O {ge}, OvE, Qe, F, &)

(i) OVE(Qe, @) =
(Omo(qo, @), ds(qo)ds(Omo(qo, a)))

(if) ome(g, @) = (dmo(a, &), ds(omo(d, a)))

* 0U sga, OME construida a partir de
[1dmo
[10 s

« provapor inducéo que, de fato ME ssmulaMO
Oemn>0
[1 a0 reconhecer a entrada ai...an
[1 se MO passa pel os estados qo, 1, ..., On
[] e gera as saidas up, ui, ..., Un
[1 entéo ME passa pel os estados ge, o, q1, -.., On
[1 e geraas saidas uoui, ..., Un
[]
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¢ Teorema. Mealy - Moore

 QqMaquinade Mealy
 pode ser simulada por uma Maquina de Moore

¢ Correspondente Mag de Moore
e transi¢Oes com saidas diferentes que atingem um
mesmo estado
[J um estado para cada simbolo de saida
[1 em geral, aumenta o numero de estados

(az,u)

(an,un)
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¢ Prova
« ME=(3,Q, dumE, qo, F, A), Még de Mealy qq

e sgja S(OvE)
L1 imagem dafuncdo programa o
[ restrita a componente da palavra de saida
[1 ou sga, 0 conjunto de todas as saidas possivels

* sgaaMaqg de Moore
MO = (3, QxS(dmE), dmo, [do, ELIF xS(dMmE), A, ds)
e paradme(do, a) =(q, u), tem-se que

omo([do, eLJa) = [d, ul

* seome(@, b)=(p, V)
entao, paraa; e i tq ome(q;, ai) = (g, uj), tem-se que

omo(Ld, uiLlb) = [p, vOl
» afuncao de saida os étq ds([d, ull=u

e provapor inducéo que, defato MO ssmula ME
[]
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e compacta os brancos de um texto

« Mag.
O ME=({a B} {g, p}, OmE, 4, {9, p}, {a, B})
[1a representa um simbolo qual quer
[J3 o simbolo branco
[1 dmE - na etiqueta de uma transic&o
primeira componente: simbolo lido
segunda componente: palavra gravada

(a,a)
Y020
(B.B)

(a,a) (B.€)
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e Maguinade
OMO=({a, B}, Q, oo, [a, L], {a, B}, 09)
UQ=F={a,pix{e a B}
[1dmo e ds onde, em cada estado, a segunda
componente representa a saida




