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3 Linguagens Livresdo
Contexto

¢ ClassedasLLC ou Tipo?2

» contém propriamente a Classe das LR

¢ LLC shdoimportantespois

 universo mais amplo delinguagensqueasLR
trata questdes tipicas de linguagens de
programacao

[1 parénteses balanceados
[1 construcdes bloco-estruturadas, etc

algoritmos reconhecerdores e geradores
[ relativamente simples
[1 boa eficiéncia

. de aplicacoes

[1 analisadores sintaticos

[ tradutores de linguagens
[1 processadores de texto em geral
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¢ O estudo édesenvolvido a partir de

 formalismo axiomatico ou gerador
[0 Gramatica Livre do Contexto

« formalismo operacional ou reconhecedor
[J Automato com Pilha

¢ GramaticalLivredo Contexto

* regras de producéo sao definidas de formamais
livre que naGR

¢ Autdmato com Pilha

» aestruturabasica e analogaado AF
e memoriaauxiliar tipo pilha

[ leitura

[1 gravacéo
o facilidade de nao-determinismo
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3.1 GramatcalLivredo
Contexto

¢ Gramatica Livre do Contexto (GL C)

e eumagramaticaG=(V,T,P,S)
* (g regrade producao é daforma

A - a
A éumavariavel deV
o umapaavrade (VL T)*

¢ Ling. Livredo Contexto (LLC)

» geradapor umagramaticalivre do contexto

¢ Nome" Livredo Contexto"

* maisgeral classe de linguagens com productes
[JdaformaA - a
e em uma derivacdo
1A derivaa
O "livre" de qg analise dos simbolos que
antecedem ou sucedem A ("contexto") na
palavra que esta sendo derivada
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¢ Regular x Livredo Contexto

e claramente, todaLR éLLC

Universo de Todas as Linguagens

Linguagens Livre do Contexto

Linguagens Regulares

+ G=({S},{a b}, P, S)
. P={ 0s - ).

S [J aSh [ aaSbb [1 aaghb =aabb
¢ L={a"b"ln >0}

* |mportante: analogia entre a"b" e linguagens
[1 bloco-estruturadas: BEGIN'END"
[1 parénteses balanceados: (")"
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parénteses balanceados
operadores [] +
operando representado por x

GLC
OG=({E}L{+ O[] x}, P, E), onde
OP ={ [] O[E] Ox}

pode ser gerada pela derivacéo
ED ECED [EILEC
[E+E]LE J [x+E]LE [
[X+X]LE [0 [x+x]Ck

€ possivel gerar a mesma expressao
[] com outra sequiéncia de derivacao?

guantas sequiéncias distintas sao possiveis?
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3.2 Arvore de Derivacdo

¢ Frequentemente e conveniente

* representar a derivacao de palavras
* naformade arvore

e compiladores
 processadores de textos

¢ representacdo naformadearvore

° raiz
O simbolo inicial
e folhas
[ simbolos terminais
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¢ Arvore de Derivacio

e raiz
[1simbolo inicial dagramatica
e Vértices interiores
[ variavels
e se A eum vérticeinterior e X1, X2, ...,Xn S0 0S
filnosde A, entéo
A - X1X2..Xn € uma producao da gramética
[] os vértices X1, X2, ...,Xn estdo ordenados da
esquerda para adireita

« folha
[1terminal ou o simbolo vazio
[1 sevazio, entdo € o unico filho de seu pai

vértice

raiz S : .
interior

folhas



Linguagens Formais e Autdmatos - Capitulo 3 - P. Blauth Menezes 9

e aabb

o (X+X)LX
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¢ Umaunicaarvoredederivacao

 pode representar derivacgoes distintas
e deumamesma palavra

AN,
SR DN
y

X X

e E[] E+E [] X+E [ x+ELE [J x+x[E [ x+x[k

e E[] E+E [ E+ELE [ E+ELK [J E+x[k [J x+xLX
e E[] E+E [ E+ELE [1 X+ELE [1 x+x[E [ x+x[k
e efC...

¢ Derivacdo mais a Esguerda (Direita)
[1 a sequéncia de producao aplicada sempre a
variavel mais a esquerda (direita)



Linguagens Formais e Autdmatos - Capitulo 3 - P. Blauth Menezes 11

3.3 Ambigtidade

¢ Graméatica Ambigua

o GramaticaLivre do Contexto
e Seexiste uma palavra gue possua
[1 duas ou mais arvores de derivagao

oSN N
NN
’ ooy !

X X X X

x



Linguagens Formais e Autdmatos - Capitulo 3 - P. Blauth Menezes 12

¢ Xx+x[k possui maisde uma derivacao a
esguerda (direita)

 derivacdo mais a esquerda

E[l E+E [] x+E [ x+ELE [1 x+x[E [ Xx+Xx[k
E[] ELE [0 E+ELE [ x+ELE [ x+x[LE [ Xx+XxLXk

 derivacao maisadireita
EO E+E 0 E+ECE 0 E+ECK O E+xCk O x+x[X
EO ECED ECk O E+ECK O E+xCk O x+x[X

¢ Forma equivalente de definir
ambiguidade

e aexisténciade umapaavra
» com duas ou mais derivacOes mais a esguerda
(direita)
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¢ Ambiguidade ??7?

e em muitas aplicacoes, é conveniente que a

[1 gramatica usada nao segja ambigua
e nem sempre € possivel eliminar ambigiidades
o efé&cil definir [inguagens paraas quais

[1gg GLC é ambigua

¢ Linguagem | nerentemente Ambigua

« LLC
* g GLC que adefine € ambigua

L ={w Cw =a"b"c™d™ ou

w=a"mMcMd", n>1, m=>1}



3.4 Simplificacédo de GLC

¢ Simplificacoes
e nao reduzem o poder de expressao das GLC
¢ SimplificagOes sdo importantes para

 construcao e otimizagdo de algoritmos
» demonstracdo de teoremas

¢ Simplificacoes

 exclusdo de simbolos indteis
[1variaveis ou terminais nao-usados
[1 paragerar palavras de terminais
» exclusao de producoes vazias daformaA - €
[1 se € pertence alinguagem,
[ é incluida uma producao vazia especifica
 exclusao de producbes daformaA - B
[ substituem umavariavel por outra
[1 n&o adicionam qq informag&o de geracdo de
palavras.
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Simbolos Inutels

¢ Simbolosinuteas

e variaveisou terminais
e nao-usados na geracao de palavras de terminais

¢ Simplificacao

o exclui as producoes que fazem referéncia aos
simbolosindteis
o analise das producdes a partir
[] de terminais gerados e
[1do simbolo inicial
* Nao € necessaria qg modificacdo adicional nas
producdes da gramatica

o exclui os simbolos que ndo séo referenciados em
gq producao



Linguagens Formais e Autdmatos - Capitulo 3 - P. Blauth Menezes 16

¢ Algoritmo

e Qualquer variavel gera palavra de terminais
[ geraum novo conjunto de variavel's
[ inicialmente, considera todas as variavels que
geram terminais diretamente (ex: A — a)
[Jaseguir, sfo adicionadas as variaveis que
geram palavras de terminais indiretamente (ex:
B — Ab)

e Qualguer simbolo € atingivel a partir do simbolo
Inicial

[ analisa as producdes da gramatica a partir do
simbolo inicid

LI inicialmente, considera exclusivamente o
simbolo inicid

[1 apos, as producdes da gramatica sdo aplicadas
e 0s simbol os referenciados adicionados aos
NOVOS conjuntos
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¢ Algoritmo. Eliminacéo dos Simbolos
|nudtels
« GLCG=(V,T,P,9)

e Etapa 1. garante que qualquer variavel gera
terminais

e graméticaresultante: G1 = (V1, T, P1, S)
e construcéo de V1

V1=10;
faca Vi=Vi1O{AOA - aOPea O(T O V1)*}
até cardinal de Vi ndao aunente;

e construcéo de P1
[1 mesmas producoes que P
[1 excetuando-se as producgdes cujas variavels
nao pertencem a 'V
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e Etapa 2. garante que qualquer simbolo é
atingivel a partir do simbolo inicial

e gramdticaresultante: G2 = (Va, T2, P2, S)
e construcéo de V2 eT?

T2 =0,
Vo = {S};
faca Vz=Vo O {AOX - aAB O P1, X O V2};
To=To O{@alX - aaf O Py, X OV}
até cardinais de Vy, T2 ndao aumentem

e construcdo de P>
[1 mesmas producoes que P1
[1 excetuando-se as producdes cujos simbolos
nao pertencem aVz ou T2

¢ Se as etapas acima forem executados em ordem
Inversa (etapa 2 antes da 1)
[J pode nao gerar o resultado desgjado
[1 para demonstrar, é suficiente apresentar um
contra-exemplo ( )
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« G=({S,A, B, C},{a, b,c},P,S), onde
P:{S — aAanBb,A — aDS, C - C}

iteracéo |variavels
Inicio []
1 {A, C}
2 {A, C, S}
3 {A, C, S}

e producdo S — bBb
[ excluida
[1 B n&o pertence ao hovo conjunto de variaveis
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e« G=({S,A B C}{aDb,c}P,S), onde
P:{S — aAan'Bb—,A — aDS,C — C}

iteracdo |variavels terminals
Inicio {S} []
1 {S, A} {a}
2 {S, A} {a}

e producdo C - ¢
[] excluida
[1C e c ndo pertencem aos novos conjuntos de
variaveis eterminais
e gramatica resultante
OG=({S, A}, {a}, P, S), onde
0S={S - aAa, A - allS}
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Producoes Vazias

¢ Exclusao de producoes vazias

e daformaA - ¢
* pode determinar
[1 modificacOes diversas
[1 nas producdes da gramética

¢ Algoritmo

 Variaveis gue constituem producdes vazias
A - €. variaveis que geram € diretamente
1B — A.variaveis que geram ¢ indiretamente

« Exclusio das producoes vazias
[1todas as producoes nao-vazias
[1aseguir, cada producao que possui uma
variavel gque gera €, determina uma producao
adicional, sem esta variavel

* Inclusao de geracéo da palavra vazia
[] se necessario
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¢ Algoritmo. Eliminacao das Producoes
Vazias
« GLCG=(V,T,P,S)

« Etapa 1. Conjunto de variaveis que constituem
producoes vazias.

[1Ve : conjunto das variavels que geram €

Ve ={ALA - &}
faca Ve=Ve O{XLX > X1..Xn OP tq
X1, ..., Xn O Ve}
até que o cardinal de Vg nao aunente;
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« Etapa 2. Conjunto de producdes sem producoes
vazias

e graméticaresultante: G1 = (V, T, P1, S)
e construcao de P1

P1={A - alazeea Ve
faca para A- alPie
X O Ve tq a=a1Xazeaia #¢€
faca P1=P10{A - aiay}
até que o cardi nal de P;1 ndo aunente;

« Etapa 3: inclusdo de geracao da palavra vazia, se
necessario
» seapalavravaziapertence alinguagem
e gramética resultante:
G2=(V, T, P2 S)onde
P>=P10{S > ¢}
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e G=({S, X, Y}, {a, b}, P, S), onde
P={S - aXalbXble, X - aldblY,Y - €}

Iteracao Ve
Inicio {S, Y}
1 {S,Y, X}
2 {S,Y, X}
Iteracao producoes
inicial {S - aXallbXb, X - allb}

1 {S - aXallbXb[aallbb, X — allb}
2 {S - aXallbXb[aallbb, X — allb}

[J como € pertence alinguagem
[0S - € éincluida no conjunto de producoes

. (note-se Y e indtil)
OG=({S, X, Y}, {a b}, P,S), onde
P={S - aXalbXbaallbb[e, X — allb}
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Producoes daFormaA - B

¢ A-B

* neste caso
[ A pode ser substituida por B
[1 n&o adiciona informacéo alguma em termos de
geracao de palavras

e adicionalmente, seB - a, entdo
[JA - B pode ser substituida por A — «
[1 generalizacao desta idéa: algoritmo proposto

¢ Algoritmo

e Construcéo do fecho da cada variavel
[1variaveis que podem substitui-la
transitivamente
Oex.:seA - BeB - C, entédo B e C pertencem
ao fecho de A

e Exclusido das producoesA - B
[Isea eatingivel apartir de A através de seu
fecho
entdo substitui A -~ B por A - a
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¢ Algoritmo. Eliminacao de Producoes da
FormaA - B

« GLCG=(V,T,P,S)

» Construcéo do fecho da cada variavel

para A 0V

faca FECHO-A={BOA O * B} usando exclusivamente
producoes daformaX - Y;

» Exclusido das producoesA - B

e gramdticaresultante: G1 = (V, T, P1, S)
e construcéo de P1

P1={A - ala 0O V}

para AOVeB 0O FECHO-A

faca se B alOPeadV
entaoP1=P10{A - a};
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e G=({S, X},{a, b}, P, S), onde
P={S - aXallbXb, X - allb[S[Ie}

OFECHO-S=[
[0 FECHO-X = {S}

Iteracao producoes
inicial {S — aXallbXb, X - allbLle}
S {S - aXallbXb, X - allble}
X {S - aXallbXb, X - allblle
[JaXa[bXb }

G =({S, X}, {a, b}, P, S), onde
0P ={S - aXallbXb, X - allbeaXadbXhb}
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Simplificacoes combinadas

¢ Nao eéqualquer sequénciade
simplificacéo de gramatica que atinge os
resultados desgjados

* por qué?
¢ Sequénciarecomendada

 exclusao de producotes vazias
 exclusao de produgbes daformaA - B
 exclusio de simbolosinlteis
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3.5 Formas Normais

¢ FormasNormais

o restricoes rigidas na definicdo de producoes
e nao reduzem o poder de geracéo das GLC
 aplicacOes
[1 desenvolvimento de algoritmos (com destague
para reconhecedores de linguagens)
[1 demonstracao de teoremas

¢ Forma Normal de Chomsky

* todas as producdes sdo daforma
OA - BC ou
A - a

¢ Forma Normal de Grabach

» Todas as producdes sao daforma
A - ad.
[ a épaavradevariavels
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3.5.1 FormaNormal de Chomsky

¢ Algoritmo de transformacao

e transformaumaGLC qq
 alinguagem nao pode ter apalavravazia
 etapas
[ Smplificacao da Graméatica
[ Variaveis no lado direito das producdes
[1 Exatamente duas variaveis no lado direito das
producoes

¢ Simplificacdo da Gramatica

e producoes vazias
OA - €
[] podem ser excluidas pois aling ndo possui €

e producOesdaformaA — B
[1um simbolo do lado direito: terminal

e simbolosinuteis
[1 opcional
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¢ Variaveisno lado direito das producoes

 |ado direito das producdes de comprimento maior
ou igual adois
[J exclusivamente variavels

e exclusdo deum terminal a
[] substitui por uma variavel intermediaria Ca
Linclui aproducéo C; — a

¢ Exatamenteduasvariaveisno lado
direito das producoes

e producdesdaformaA — B1B2...Bn
[] é suficiente gerar B1B2...Bn em diversas etapas
[J usando variaveisintermediarias
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¢ Algoritmo
« GLCG=(V,T,P,9)

o Etapa 1. Smplificacdo da Gramatica.
[1 algoritmos de simplificacéo
[ resulta nagramética G1 = (V1, T1, P1, S)

o Etapa 2: Variaveis no lado direito das producoes
[] gramatica resultante: G2 = (V2, T1, P2, S)
[1 construcéo de V2 e P
V2 =V,
P2 = P1;
para todaA - XiX2.XnOP2 tal que n>2
faca se para r{l,..,n}, Xr € term nal
ent ao (suponha Xr=a)
Vo =V U {Ca};
substitui a por Ci em
A - XiX2..Xn O P2;
P>=P20{Ca - a};
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o Etapa 3: Exatamente duas variaveis no lado
direito das producoes.
[1 gramatica resultante: G3 = (V3, T1, P3, S)
[1 construcéo de V3 e P3
V3 =Vy;
P3 =Pg;
para todaA - BiB2..Bn O P3 tal que n=3
faca exclui A - BiB2..Bn de Ps;
V3 =V3 U {D1,....Dn-2};
P3=P30{A - BiD1,D1 - B2Dy, ...,
Dn-3 - Bn-2Dn-2, Dn-2 - Bn-1Bn};
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G=({E}L{+ O[], x} P, E), onde
P={E - E+ELELE[E]Ox}

[Ijaesta smplificada.

OE - xestaOK
[ demais producgoes
E - EC+ELECEUCEC
Cy o +
Co- O
Cr - |
C -]
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[1 As producoes

E - ECLELECHEUCEC
[J necessitam ser substituidas como segue

E - ED1LED20CID3
D1 - C4E
D2 - CE
D3 - ECj

o gramaticana FNC

G=({E, C+, Cy C, Cy, D1, D2, D3},
{+,01, 1, x}, P2, E), onde
P2 ={E - ED1UED2UC[D3 [,
D1 — C.E, D2 — CE, D3 — ECj,
Cy -+, Co- UG -[C -]
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3.5.2 FormaNormal de Gretbach (FNG)

¢ Algoritmo de transformacao

e transformauma GLC qualquer

alinguagem n&o pode ter a palavravazia
Sels etapas

Smplificacdo da Gramatica
[JAnalogaa FNC

Renomeacéao das variaveis em uma ordem
crescente qualquer
[] as varidvel's da gramatica sdo renomeadas em
uma ordem crescente qual quer
[ exp: A1, A2, ..., An, onden é o cardinal deV
[] diferentes critérios de renomeacéo:
podem resultar em diferentes FNG
entretanto, todas sdo equivalentes (geram a
mesma linguagem)
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e Qq producao édaformaAr —» Asa, onder <s

[1 producgdes sdo modificadas garantindo que a
primeiravaridvel do lado direito € maior ou
Igual que ado lado esquerdo

[0 Ar - Asa taisquer > s sdo modificadas

[ substitui avariavel As pelas suas producoes

As —» [B1 0O... OPBm

[ resultando em Ar — (10 O... O Bma

[1 o conjunto de variaveis éfinito:
existe um limite para as producoes crescentes
geracao de um terminal: Ar - ad
geracao de umarecursao: Ar —» Ard

e Excluséo dasrecursbes da forma Ar — Ara.
[] podem existir originalmente na gramatica, ou
serem geradas pela etapa anterior
[] eliminagao da recursao a esquerda:
introduz variavels auxiliares
Inclui recursdo adireita: Br - aBy
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 Umterminal no inicio do lado direito de cada
producao

[] todas as producdes daformaAr — Asal s&0
taisquer<s

[1 consequientemente, as producoes da maior
variavel A, sO podem iniciar por terminais no
lado direito

[Jassim, seem An.1 — Ana for substituido A,
pelas suas correspondentes produgoes (ex:
An— ap), o lado direito das producgoes de An-1
também iniciara por terminal (ex: An-1 —» apa)

[1arepeticao do algoritmo para An-2, ...,A1
resultara em producdes exclusivamente da
formaAr - an

e Producbes naformaA - aa onde a é composta
por variaveis
[1 analoga a correspondente etapa do algoritmo
relativo a Forma Normal de Chomsky
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¢ Definicao. Algoritmo
e« GLCG=(V,T,P,S)

o Etapa 1. Smplificacdo da Gramética
[1 algoritmos de simplificacéo
[1 simbolosinuteis. opcional
[ resulta nagramatica G1 = (V1, T1, P1, S)

« Etapa 2: Renomeacao das variaveis em uma
ordem crescente.
[1 gramatica resultante: G2 = (V2, T1, P2, S)
[1 suponha que o cardinal de Vi én
[1 construcéo de V2 e P

Vo ={A1, A2, ..., An} € V1 renomeando os elementos

em uma ordem qualquer
P2 € P1 renomeando as variaveis nas producoes
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« Etapa 3: Qg producao e da forma Ar - AsQ, r <s
« Etapa 4. Exclusio dasrecursdesAr - Ara

[1 gramatica resultante G3 = (V3, T1, P3, S)

[1 suponha que o cardinal de V2 én

P3=P2

par a
faca

r variando de 1 até n

par a
faca

par a

faca

par a

faca

Et apa 3
s variando de 1 ate r-l
para toda Ar - Asa [ P3
faca excluir Ar - Asa dePs;
para toda As - B OP3
faca P3=P30{Ar - Ba}
Et apa 4
toda Ar - A P3
excluir Ar - A dePs;
V3 =V3 O {B};
P3=P30{Br - a}d{Br - aB};
toda Ar - @LOPstqg
@ nao iniciapor Ar e
agumaAr - Ara foi excluida
Pz = P3O{A - @Br};



Linguagens Formais e Autdmatos - Capitulo 3 - P. Blauth Menezes 41

o Etapa 5: Umterminal no inicio do lado direito de
cada producéo
[] gramatica resultante: G4 = (V3, T1, P4, S)
[1 construcéo de P4

P4 = P3;

para r variando de n-l1 até 1 e
toda Ar —» Asa [1P4

faca excluir Ar - Asa dePg;
para toda As — [BdeP4
faca Ps = P4 O {Ar -~ pa};

[J também é necessario garantir que as producoes
relativas as variavels auxiliares By iniciam por
um terminal do lado direito

para toda Br - Agf

faca excluir Br - AsPrdePy;
para toda As - ad
faca P4 = P4 O {Br - aaB;

» Etapa 6. Producbes naformaA — aa onde a é
composta por variavels
[1 analoga a correspondente etapa do algoritmo
relativo a Forma Normal de Chomsky
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G=({S, A}, {a, b}, P, S), onde
P={S - AAlda, A - SS b}

[Ijaesta smplificada.

1S eA séo renomeadas para A1 e A2
] producdes da gramatica

A1 - A’A2[]a
Ar — A1A100b

, COM

[1 producéo de A2 esta na forma crescente

A1 - A’A2[]a
Az - A2A2A1[aA1 b

[] recursao: = A2A2A1
A1 - A2A2 [a

A> - aA1 b JaA1B [1bB
B - A)A1 [L1A2A1B
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[1 o lado direito das producbes da maior variavel
A2 Iniciam por terminal

[1 substituicéo de A2 no lado direito de A1 —
A2A2 pelas correspondentes derivacoes

A1 - aA1A2 L1bA> [1aA1BA2 [1bBA2 [1a
A> - aA1 b [JaA1B [1hB
B - A)A1 [1A2A1B

[] producdes referentes avariavel B

B - aA1A1 [IbA1 [DaA1BA1 L1bBA1 [HaA1A1B [
bA1B [1aA1BA1B [1hBA1B

[ as producdes ja se encontram nesta forma
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= ({A1, A2, B}, {a, b}, P, A1), onde
{
A1 - aA1A2 L1bA2 DJaA1BA2 [1bBA2 a,

A2 — aA1 Ob OaA1B ObB,
B - aA1A1 [IbA1 [DaA1BA1 L1bBA1 [1aA1A1B [
bA1B [1aA1BA1B [1bBA1B}

G
P
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3.6 Recursao a Esgquerda

¢ Recursao aesguerda
A =>" Aa

« em algumas situagoes, como algoritmos
reconhecedores, € desgjavel que a gramatica néo
sgjarecursiva a esquerda

¢ A transformacao de uma gramatica
qgualquer em uma Sem recursao a
esguerda

» 4 primeiras etapas do algoritmo
[1 Forma Normal de Greibach

Etapa 1. Simplificacdo da Gramatica
Etapa 2. Renomeacéo das variaveis em ordem

crescente
Etapa 3. Qg producédo é daformaAr — Asa, r<s
Etapa 4. Exclusdo das recursdes Ar — Ara



