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Linguagens que n ão são regulares

O objetivo deste capı́tulo é desenvolver um ḿetodo que nos permita mostrar que
uma dada linguagem não é regular. Nossa estratégia seŕa a seguinte. Em primeiro lu-
gar, mostraremos que toda linguagem regular satisfaz certa propriedade, conhecida como
propriedade do bombeamento. Assim, para provar que uma dada linguagem nãoé regular
basta constatar que não satisfaz esta propriedade. Istoé, provaremos que uma linguagem
nãoé regular atrav́es de uma demonstração por contradiç̃ao.

1. Propriedade do bombeamento

Começamos por introduzir a terminologia básica e obter uma primeira aproximação para
a propriedade de bombeamento das linguagens regulares.

Considere o autômatoM da figura abaixo.
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FIGURA 1

Entre as palavras aceitas por este autômato temos:

w = 01011001.

Se considerarmos o caminho indexado pela palavraw = 01011001, vemos que inclui um
ciclo que começa emq2 e acaba emq4. Este ciclo correspondèa subpalavray = 101 de
01011001. Mais precisamente, podemos decomporw na forma

w = 0︸︷︷︸
x

101︸︷︷︸
y

1001︸︷︷︸
z

= xyz.

Observe que podemos percorrer o ciclo indexado pory várias vezes e ainda assim obter
uma palavra quée aceita porM . Por exemplo, percorrendo o ciclo3 vezes obtemos

xy3z = 0︸︷︷︸
x

101︸︷︷︸
y
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queé aceita porM . De fato, podemos até remover a subpalavray dew e ainda assim con-
tinuaremos com uma palavra aceita pelo autômato, neste casoxz = 01001. Resumindo,
verificamos que a palavraw = xyz é aceita porM e que admite uma subpalavray 6= ε
que pode ser removida ou repetida várias vezes sem que a palavra resultante fique fora de
L(M). Sempre que isto acontecer diremos quey é uma subpalavra dew queé bombéavel
emL(M).

Naturalmente, o ponto chaveé o fato da subpalavray indexar um ciclo no grafo de
M . Na verdade, esta não é a única subpalavra bombeável dew uma vez que podemos
considerar o ciclo como começando em qualquer um de seus vértices. Assim, se tomarmos
o ińıcio do ciclo como sendoq4, conclúımos que a subpalavra110 tamb́emé bombéavel;
isto é,

010(110)k01 ∈ L(M) para todo k ≥ 0.

É conveniente estabelecer a noção de bombeabilidade em um contexto mais geral que
o das linguagens regulares. SejaL uma linguagem em um alfabetoΣ e sejaw ∈ L.
Dizemos quey ∈ Σ∗ é umasubpalavra dew bombéavel emL se

(1) y 6= ε;
(2) existemx, z ∈ Σ∗ tais quew = xyz;
(3) xykz ∈ L para todok ≥ 0.

A única funç̃ao da condiç̃ao (1)é excluir o caso trivialy = ε da definiç̃ao de palavra
bombéavel; j́a (2) significa quey é subpalavra dew. Quanto a (3), o ponto crucial a
observaré que, para que sejay seja bombéavel é preciso que seja possı́vel omiti-la ou
repeti-la no interior dew tantas vezes quanto desejarmossem que a palavra resultante
deixe de pertencer aL. Para entender melhor este ponto, considere o autômatoM ′ da
figura 2.
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FIGURA 2

É claro que0 é uma subpalavra de10 ∈ L(M ′). Além disso, podemos repetir a
subpalavra0 várias vezes e ainda assim obter uma palavra emL(M ′); de fato,1, 10, 102,
103 e104 pertencem aL(M ′). Apesar disto,0 nãoé uma subpalavra de10 bombéavel em
L(M ′), porque sek ≥ 5 ent̃ao10k /∈ L(M ′).

Permanecendo com o autômatoM ′ da figura 2, vemos que

L(M ′) = {1, 10, 102, 103, 104}.
Em particular, ñao h́a nenhuma palavra deL(M ′) que admita uma subpalavra bombeável.
Isto ñao é surpreendente. De fato, se uma linguagem admite uma palavra que tem uma
subpalavra bombeável, ent̃aoé claro que a linguageḿe infinita. H́a dois pontos importantes
nesta discussão que voĉe ñao deve esquecer:

• nenhuma palavra de uma linguagem finitaL admite subpalavra bombeável em
L;
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• para que uma subpalavra seja bombeável é preciso que possa ser repetidaqual-
quer ńumero de vezessem que a palavra resultante saia deL.

2. Lema do bombeamento

Diante do que acabamos de ver, uma pergunta se impõe de maneira natural:

dada uma linguagemL, como achar uma palavra deL que admita uma
subpalavra bombeável?

Em primeiro lugar, esta pergunta só faz sentido seL for infinita. Além disso, vamos
nos limitar, de agora em diante,às linguagens regulares. Sendo assim, vamos supor que
L ⊂ Σ∗ é uma linguagem infinita quée aceita por um autômato finito determińısticoM
no alfabetoΣ.

Se conhecemosM o problemáe fácil de resolver: basta achar um ciclo emM . Mas
suponha que, apesar de conhecerL, sabemos deM apenas que temn estados. Será que esta
informaç̃aoé suficiente para achar uma palavra deL que tenha uma subpalavra bombeável
emL? A respostáe sim, e mais uma vez trata-se apenas de achar um ciclo emM . Só que,
como ñao conhecemosM , não temos uma maneira de identificar qualé este ciclo. Mesmo
assim somos capazes de saber que um tal ciclotem que existir. Fazemos isto recorrendo
a um prinćıpio que aprendemos a respeitar ainda criança, quando brincamos de dança das
cadeiras.

PRINCÍPIO DA CASA DO POMBO. Se, em um pombal, há mais pombos que casas,
ent̃ao dois pombos ṽao ter que ocupar a mesmo casa.

Nossa aplicaç̃ao deste prinćıpio depende de termos, de um lado uma linguagemin-
finita , de outro um aut̂omatofinito determińıstico. De fato, comoL é infinita, teŕa palavras
de comprimento arbitrariamente grande. Em particular, podemos escolher uma palavraw
cujo comprimentóe muito maior que o ńumeron de estados deM . Considere o caminho
indexado porw no grafo deM . ComoM tem n estados ew tem muito mais do quen
śımbolos, este caminho tem que passar duas vezes por um mesmo estado. Mas um cam-
inho no grafo deM no qual h́a estados repetidos tem que conter um ciclo. Entretanto,
já sabemos que um ciclo no caminho indexado porw nos permite determinar uma sub-
palavra bombéavel dew. Com isto provamos a seguintepropriedade do bombeamentodas
linguagens regulares:

SejaM um aut̂omato finito determińıstico. Sew é uma palavra de
L(M) de comprimento maior que o número de estados do autômato,
ent̃aow admite uma subpalavra bombeável emL(M).

O lema do bombeamento, queé o principal resultado deste capı́tulo, ñao passa de uma
vers̃ao refinada da propriedade do bombeamento enunciada acima.

LEMA DO BOMBEAMENTO. SejaM um aut̂omato finito determińıstico comn estados
e sejaL a linguagem aceita porM . Sew é uma palavra deL com comprimento maior ou
igaul an ent̃ao existe uma decomposição dew na formaw = xyz, onde

(1) y 6= ε;
(2) |xy| ≤ n;
(3) xykz ∈ L para todok ≥ 0.

Antes de passar̀a demonstraç̃ao, observe que (1) e (3) nos dizem apenas quey é
subpalavra dew bombéavel emL. A única novidadée a condiç̃ao (2). Esta condiç̃ao
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técnica permite simplificar v́arias demonstrações de ñao regularidade, reduzindo o número
de casos que precisam ser considerados.

DEMONSTRAÇÃO. A estrat́egia adotada no inı́cio da seç̃ao consistiu em considerar o
caminho no grafo deM indexado porw. Como observamos no capı́tulo 2, istoé formal-
izado atrav́es da computação deM determinada porw.

SejaΣ o alfabeto deM . Ent̃ao podemos escreverw = σ1 · · ·σn, ondeσ1, . . . , σn

são elementos deΣ não necessariamente distintos. Sejaq1 o estado inicial deM . Temos,
ent̃ao, uma computação

(q1, w) = (q1, σ1 · · ·σn) ` (q2, σ2 · · ·σn) ` · · · ` (qn, σn) ` (qn+1, ε).

Observe que também ñao estamos supondo que os estadosq1, . . . , qn+1 são todos distintos.
De fato, dois destes estados têm que coincidir, porqueM só temn estados. Digamos que
qi = qj , onde1 ≤ i < j ≤ n + 1. Qualquer escolha dei e j que satisfaça as condições
acimaé suficiente para provar (1) e (3); mas não (2). Para garantir (2) precisamos escolher
qj como sendo o primeiro estado que coincide com algum estado anterior. Assumindo
desde j́a quei e j são inteiros entre1 e n + 1, precisamos fazer a seguinte hipótese sobre
j:

Hipótese:j é o menor inteiro para o qual existei < j tal queqi = qj .

Levando tudo isto em conta, podemos reescrever a computação na forma

(q1, w) = (q1, σ1 · · ·σn) `∗ (qi, σi · · ·σn) `∗ (qj , σj · · ·σn) `∗ (qn, σn) ` (qn+1, ε).

O ciclo que procuramos está identificado pelo trecho da computação que vai deqi aqj = qi.
Isto sugere que devemos tomar

x = σ1 · · ·σi−1, y = σi · · ·σj−1 e z = σj · · ·σn+1.

Al ém disso, comoi < j temos que

y = σi · · ·σj−1 6= ε,

de forma que a condição (1)é satisfeita. Usando esta notação, a computaç̃ao fica

(q1, w) = (q1, xyz) `∗ (qi, yz) `∗ (qj , z) `∗ (qn+1, ε).

Note que, comoqi = qj , a palavray leva a computaç̃ao do estadoqi ao estadoqi. Desta
forma, repetindo ou omitindoy, podemos fazer este trecho repetir-se várias vezes no inte-
rior da computaç̃ao sem alterar o estado em que computação termina, que continuará a ser
qn+1. Por exemplo, repetindoy uma vez temos a palavraxy2z, que d́a lugarà computaç̃ao

(q1, xy2z) `∗ (qi, y
2z) `∗ (qj , yz) = (qi, yz) `∗ (qj , z) `∗ (qn+1, ε).

Comoxyz ∈ L(M) por hiṕotese, ent̃aoqn+1 é um estado final deM . Portanto,xy2z ∈
L(M). De maneira semelhantexykz ∈ L(M) para todok ≥ 0, o que prova (3).

Falta-nos apenas explicar porque (2) vale. Mas,|xy| = j − 1. Entretanto,qj é o
primeiro estado que coincide com algum estado anterior. Istoé, q1, . . . , qj−1 são todos
estados distintos. ComoM temn estados, isto significa quej−1 ≤ n. Portanto,|xy| ≤ n,
o que completa a demonstração.

Antes de passaràs aplicaç̃oesé preciso chamar a atenção para o fato de que a recı́proca
do lema do bombeamentoé falsa. Istóe, o fato de uma linguagemL conter palavras que
admitem subpalavras bombeáveisnão garante queL seja regular. Portanto, nãoé posśıvel
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provar regularidade usando o lema do bombeamento. Voltaremos a discutir este ponto no
exemplo 5.

3. Aplicaç ões do lema do bombeamento

O maior obst́aculoà aplicaç̃ao do lema do bombeamento está na interpretaç̃ao correta do
seu enunciado. SejaM um aut̂omato finito determińıstico comn estados. Segundo o
lema do bombeamento, dadaqualquer palavraw ∈ L(M) de comprimento maior quen
existeuma subpalavray 6= ε queé bombéavel emL(M). Note que o lema ñao diz que
qualquer subpalavra dew é bombéavel, mas apenas queexisteuma subpalavra dew queé
bombéavel.

Por exemplo, considere a linguagemL no alfabeto{0} formada pelas palavras de
comprimento par.́E fácil construir um aut̂omato finito com2 estados que aceitaL, portanto
estaé uma linguagem regular en = 2. Vamos escolher uma palavra deL de comprimento
maior que2; digamos,06. Nãoé verdade que qualquer subpalavra de06 é bombéavel em
L. Por exemplo,0 é uma subpalavra de06, já que temos uma decomposição06 = 02 ·0·03;
mas bombeando0 obtemos

02 · 0k · 03 = 05+k,

que ñao pertence aL sek por par. De fato, para que a subpalavra seja bombeável em
L é preciso que tenha comprimento par. Assim, neste exemplo, poderı́amos escolher as
subpalavras02, 04 ou06 para bombear.

Tudo isto pode pareceŕobvio. O problemáe que um ńıvel adicional de dificuldade
surge nas aplicações, porque desejamos usar o lema para provar que uma linguagemnão é
regular. Imagine que temos uma linguagemL e que, por alguma razão, desconfiamos que
L nãoé regular. Para provar queL de fatonãoé regular podemos proceder por contradição.

Suponha, então, por contradiç̃ao, queL seja aceita por algum autômato finito deter-
minı́stico comn estados. De acordo com o lema do bombeamento qualquer palavraw ∈ L
de comprimento maior quen teŕa que admitir uma subpalavra bombeável. Assim, para
obter uma contradiç̃ao, basta acharuma palavra emL (o queé uma boa notı́cia!) que ñao
tenhanenhumasubpalavra bombeável (o quée uma ḿa not́ıcia!).

Um último coment́ario antes de passar aos exemplos. Neste esboço de demonstração
por contradiç̃ao supusemos queL é aceita por um autômato finito determińıstico comn
estados. Entretanto, ao fazer esta hipótese ñao podemos especificar um valor numérico
paran. De fato, se escolhermosn = 100, tudo o que teremos provadoé que a linguagem
não pode ser aceita por um autômato com100 estados. Mas nada impediria, em princı́pio,
que fosse aceita por um autômato com101 estados. Resta-nos aplicar estas considerações
gerais em alguns exemplos concretos.

Exemplo 1.Considere a linguagem no alfabeto{0} definida por

Lprimos = {0p : p é um primo positivo}.
A primeira coisa a observaré que esta linguageḿe infinita. Istoé uma conseq̈uência de
teorema provado pelo matemático grego Euclides por volta de 300 a. C., segundo o qual
existem infinitos ńumeros primos.

Em seguida devemos considerar se seria possı́vel construir um aut̂omato finito que
aceitasse esta linguagem. Para isto, seria necessário que o aut̂omato pudesse determinar se
um dado ńumerop é primo ou ñao. Em outras palavras, o autômato teria que se certificar
quep nãoé diviśıvel pelos inteiros positivos menores quep. Como a quantidade de inteiros
menores quep aumenta comp, isto requer uma meḿoria infinita; queé exatamente o que
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um aut̂omato finito ñao tem. Estáe uma boa indicaç̃ao de queLprimos não é regular.
Vamos comprovar nosso palpite usando o lema do bombeamento.

Suponha, então, por contradiç̃ao, queLprimos é aceita por um autômato finito deter-
minı́stico comn estados. Precisamos escolher uma palavra com comprimento maior quen
emLprimos. Para fazer isto, basta escolher um primoq > n. A exist̂encia de um tal primo
é conseq̈uência imediata do teorema de Euclides mencionado acima. Portanto,0q é uma
palavra deLprimos de comprimento maior quen.

Nestas circunstâncias, o lema do bombeamento garante que existe uma decomposição
0q = xyz de modo quey 6= ε é bombéavel emLprimos. Como o que desejamośe
contradizer esta afirmação, temos que mostrar que0q não admite nenhuma subpalavra
bombéavel. Neste exemplóe fácil executar esta estratégia neste grau de generalidade.
De fato, uma subpalavra não vazia qualquer de0q tem que ser da forma0j para algum
0 < j ≤ q. Masx ez tamb́em s̃ao subpalavras de0q; de modo que tamb́em s̃ao cadeias de
zeros. Tomando,x = 0i, teremos quez = 0q−i−j .

Bombeandoy, conclúımos que

xykz = 0i(0j)k0q−i−j = 0i+jk+(q−i−j) = 0q+(k−1)j

deve pertencer aLprimos para todok ≥ 0. Mas isto śo pode ocorrer seq + (k − 1)j for
um ńumero primo para todok ≥ 0. Entretanto, tomandok = q + 1, obtemos

q + (k − 1)j = q + qj = q(1 + j)

que ñao pode ser primo porque tantoq quantoj + 1 são ńumeros maiores que1. Temos
assim uma contradição, o que confirma nossas supeitas de queLprimos nãoé regular.

Note que a condiç̃ao (2) do lema do bombeamento não foi usada em nenhum lugar
nesta demonstração. Como frisamos anteriormente, estaé uma condiç̃ao t́ecnica que serve
para simplificar o tratamento de exemplos mais complicados, como veremos a seguir.

Exemplo 2.Nosso pŕoximo exemplóe a linguagem

L = {ambm : m ≥ 0}

no alfabeto{a, b}. Tamb́em neste casóe fácil dar um argumento heurı́stico que nos leva a
desconfiar queL não pode ser regular. Lembre-se que o autômato l̂e a entrada da esquerda
para a direita. Assim, ele lerá toda a seq̈uência deas antes de chegar aosbs. Portanto, o
aut̂omato tem que lembrar quantosas viu para poder comparar com o número debs. Mas a
meḿoria do aut̂omatoé finita, e ñao h́a restriç̃oes sobre a quantidade deas em uma palavra
deL.

Para provar queL nãoé regular vamos recorrer ao lema do bombeamento. Suponha,
por contradiç̃ao, queL é aceita por um autômato finito determińıstico comn estados. Em
seguida temos que escolher uma palavraw deL com comprimento maior quen; digamos
quew = anbn. Como|w| = 2n > n, tem que existir uma decomposição

anbn = xyz

de forma que as condições (1), (2) e (3) do lema do bombeamento sejam satisfeitas.
Mas que decomposições deanbn satisfazem estas condições? Dessa vez começaremos

analisando (2), segundo a qual|xy| ≤ n. Isto é,xy é um prefixo deanbn de comprimento
menor ou igual an. Comoanbn começa comn letrasa, conclúımos quea é o único
śımbolo quex ey podem conter. Portanto,

x = ai e y = aj .
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Al ém disso,j 6= 0 pela condiç̃ao (1). J́az reúne o que sobrou da palavraw, de modo que

z = an−i−jbn.

Observe que ñao h́a raz̃ao pela qualxy tenha que ser igual aan, de modo que podem sobrar
algunsas emz.

Resta-nos bombeary. Fazendo isto temos que

xykz = ai · (aj)k · an−i−jbn = an+(k−1)jbn,

é um elemento deL para todok ≥ 0. Contudo,an+(k−1)jbn só pode pertencer aL se os
expoentes dea e b coincidirem. Poŕem

n + (k − 1)j = n para todo k ≥ 0

implica quej = 0, contradizendo a condição (1) do lema do bombeamento.

Antes de passar ao próximo exemplo conv́em considerar a escolha que fizemos para
a palavra de comprimento maior quen. Não parece haver nada de extraordinário nesta
escolha, mas a verdadeé que nem toda escolha dew seria satisfat́oria. Por exemplo,
assumindo quen ≥ 2, teŕıamos que|an−1bn−1| = 2n−2 ≥ n. Entretanto, esta nãoé uma
boa escolha paraw. A raz̃aoé que

an−1bn−1 = xyz e |xy| ≤ n

não excluem a possibilidade dey conter umb. Isto nos obrigaria a considerar dois casos
separadamente, a saber,y = aj e y = ajb, o que complicaria um pouco a demonstração.
Diante disto, podemos descrever o papel da condição (2) como sendo o de restringir os
posśıveis y. O problemaé que isto ñao se d́a automaticamente mas, como no exemplo
acima, depende de uma escolha adequada paraw.

Por sorte, na maioria dos casos, muitas escolhas paraw são posśıveis. Neste exemplo,
bastaria tomarw = arbr com r ≥ n. Entretanto, para algumas linguagens a escolha da
palavra requer bastante cuidado, como mostra o próximo exemplo.

Exemplo 3. Um argumento heurı́stico semelhante ao usado para a linguagem anterior
sugere que

L = {ambr : m ≥ r}
não deve ser regular. Vamos provar isto usando o lema do bombeamento.

Suponhamos, por contradição, queL seja aceita por um autômato finito determińıstico
comn estados. Neste exemplo, como no anterior, uma escolha possı́vel para uma palavra
de comprimento maior quen em L é anbn. Da condiç̃ao (2) do lema do bombeamento
conclúımos que, seanbn = xyz, ent̃ao

x = ai e y = aj .

Já condiç̃ao (1) nos garante quej 6= 0. Comoz = an−i−jbn, obteremos, ao bombeary,
que

xykz = ai · (aj)k · an−i−jbn = an+(k−1)jbn.

Mas, para que esta palavra esteja emL é preciso que

n + (k − 1)j ≥ n,

donde segue que(k−1)j ≥ 0. Por sua vez,j 6= 0 força quek−1 ≥ 0, ou seja, quek ≥ 1.
Mas, para quey seja bombéavel é preciso quexykz ∈ L para todok ≥ 0, e ñao apenas
k ≥ 1. Portanto, temos uma contradição com o lema do bombeamento, o que prova queL
nãoé regular.
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Desta vez estivemos perto de não chegar a lugar nenhum! De fato, uma contradição
só é obtida porque tomandok = 0,

an+(k−1)jbn = an−jbn

não pertence aL. Entretanto, neste exemplo, muitas escolhas aparentemente adequadas
de w não levariam a nenhuma contradição. Por exemplo,́e fácil se deixar sugestionar
pelo sinal≥ e escolherw = an+1bn. Esta palavra tem comprimento maior quen e qual-
quer decomposiç̃ao da formaan+1bn = xyz requer quex e y só tenhamas. Entretanto,
tomando

x = ai, y = aj e z = an+1−i−jbn,

e bombeandoy, obtemos
xykz = an+1+(k−1)jbn

que pertence aL desde que1 ≥ (1 − k)j. Infelizmente, neste caso isto não leva a
contradiç̃ao nenhuma, a não ser quej > 1, e ñao temos como descartar a possibilidade de
j ser exatamente1.

A próxima linguagem requer uma escolha ainda mais sutil da palavraw.

Exemplo 4.Considere agora a linguagem

Luu = {uu : u ∈ {0, 1}∗}.
Como nos exemplos anteriores,é fácil descrever um argumento heurı́stico para justificar
porque seria de esperar queLuu não fosse regular, e deixaremos isto como exercı́cio. Para
provar a ñao regularidade deLuu pelo lema do bombeamento, suporemos que esta lin-
guageḿe aceita por um autômato finito determińıstico comn estados.

O principal problema neste casoé escolher uma palavra de comprimento maior que
n que nos permita chegar facilmente a uma contradição. A escolha maiśobviaé u = 0n,
que, infelizmente, ñao leva a nenhuma contradição, como mostra o exercı́cio 5. Felizmente
uma variaç̃ao simples desta palavra se mostra adequada, a saberu = 0n1. Neste caso,
w = 0n10n1 tem comprimento2n + 2 > n, e qualquer decomposição

0n10n1 = xyz

satisfaz
x = 0i, y = 0j e z = 0n−i−j10n1

para algumi ≥ 0 e j ≥ 1. Bombeandoy obtemos

xykz = 0n+(k−1)j10n1

Para saber se esta palavra pertence ou não aLuu precisamos descobrir se pode ser escrita
na formavv para algumv ∈ {0, 1}∗. Igualando

0n+(k−1)j10n1 = vv

conclúımos quev tem que terminar em1. Como śo há um outro1 na palavra,

v = 0n+(k−1)j1 = 0n1.

Isto é, n + (k − 1)j = n. Comoj 6= 0, esta igualdade só é verdadeira sek = 1. Mas
isto contradiz o lema do bombeamento, segundo o qualxykz deveria pertencer aLuu para
todok ≥ 0.

Os exemplos anteriores mostram que a demonstração pelo lema do bombeamento de
que uma certa linguagemL nãoé regular obedece a um padrão, que esboçamos abaixo:
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Suponhamos, por contradição, queL seja aceita por um autômato finito
determińıstico comn estados.
• Escolha uma palavraw ∈ L, de comprimento maior quen, de

modo que as possibilidades para uma decomposição da forma
w = xyz sejam bastante limitadas.

• Bombeiey e mostre que sexykz ∈ L ent̃ao uma contradiç̃ao é
obtida.

As principais dificuldades em fazer funcionar esta estratégia s̃ao as seguintes:

• a escolha de uma palavraw adequada;
• a identificaç̃ao correta da condição que a pertin̂enciaxykz ∈ L impõe sobre os

dados do problema.

No exerćıcio 7 temos um exemplo de demonstração em que v́arios erros foram cometidos
na aplicaç̃ao desta estratégia. Resolver este exercı́cio pode ajud́a-lo a evitar os erros mais
comuns que surgem na aplicação do lema do bombeamento.

Infelizmente o lema do bombeamento está longe de ser uma panacéia infaĺıvel. Para
ilustrar isto, vamos considerar mais um exemplo.

Exemplo 5. SejaL a linguagem no alfabeto{a, b, c} formada pelas palavras da forma
aibjcr para as quaisi, j, r ≥ 0 e, sei = 1 ent̃aoj = r. Mostraremos que áunica palavra
deL que ñao admite uma subpalavra bombeávelé ε.

Há dois casos a considerar. No primeiro,i 6= 1 e j e r não s̃ao ambos nulos. Neste
caso a subpalavra bombeáveléy = b sej 6= 0 ouy = c ser 6= 0. O segundo caso consiste
em supor quei = 1, ou quei 6= 1 masj = r = 0. Desta vez podemos tomary = a como
sendo a palavra bombeável.

Como cada palavra deL se encaixa em um destes dois casos, provamos que toda
palavra deL admite uma subpalavra bombeável. Entretanto, esta linguagem nãoé regular.
Assim, constatamos neste exemplo que:

• a rećıproca do lema do bombeamentoé falsa; istóe, ñao basta que o resultado do
lema do bombeamento seja verdadeiro para que a linguagem seja regular;

• nem sempre o lema do bombeamento basta para mostrar que uma linguagem não
é regular.

Provaremos que a linguagem acima de fato não é regular no caṕıtulo ???. Para isto, além
do lema do bombeamento, vamos precisar usar um resultado sobre a estabilidade das lin-
guagens regulares por intersecção.

4. Exercı́cios

1. Considere o autômato finito determińısticoM no alfabeto{0, 1}, com estado inicialq1,
conjunto de estados finais{q5, q6, q8} e funç̃ao de transiç̃aoδ dada pela seguinte tabela:
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δ 0 1

q1 q2 q6

q2 q6 q3

q3 q4 q2

q4 q2 q5

q5 q5 q5

q6 q7 q4

q7 q8 q4

q8 q4 q5

(a) Esboce o diagrama de estados do autômatoM .
(b) Ache uma subpalavra de010011101000 que possa ser bombeada na linguagem

L(M).
(c) Sejaw = 00. Verifique quew,w2 ∈ L(M). w é bombéavel emL(M)?

2. Considere a linguagemL no alfabeto{0, 1} dada por

L = {10, 10120, 10120130, 10120130140, . . . }.

(a) Mostre queL é infinita mas ñao admite nenhuma palavra que tenha uma subpalavra
bombéavel.

(b) Mostre queL nãoé regular.

3. SejaM um aut̂omato finito determińıstico eL a linguagem aceita porM . Vimos que
para encontrar uma palavra deL que cont́em uma subpalavra bombeável basta encontrar
um caminho no grafo deM que contenha um ciclo. Suponha agora que não conhecemos
M , mas que conhecemos uma expressão regularr que denotaL. De que forma podemos
usarr para achar uma palavra deL que tem uma subpalavra bombeável?

4. Ache uma palavra que contenha uma subpalavra bombeável na linguagem denotada pela
express̃ao regular

(1 · 1 · 0) · (((1 · 0)∗ · 0) ∪ 0).

5. Considere a linguagem

Luu = {uu : u ∈ {0, 1}∗}.
Mostre que, tomandou = 0n, a palavrauu admite uma subpalavra bombeável emLuu.
SUGESTÃO: Tome uma subpalavra de comprimento par.

6. Mostre que seL é uma linguagem regular infinita, então L admite pelos menos uma
palavra que tem uma subpalavra bombeável.

7. Considere a linguagem

L = {02n

: n ≥ 0}.
Determine os erros cometidos na demonstração abaixo de queL nãoé regular. Corrija
estes erros e dê uma demonstração correta da ñao regularidade deL.
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Suponha queL é aceita por um autômato finito determińıstico. Sejaw = 02n

.
Pelo lema do bombeamento podemos decomporw na formaw = xyz, onde

x = 0r, y = 0s e z = 02n−r−s.

Bombeandoy obtemos

xykz = 02n+(k−1)s.

Mas para que esta palavra pertença aL é preciso que2n + (k − 1)s = 2n, o
que śo é posśıvel se(k− 1)s = 0. Comos 6= 0, conclúımos quek só pode ser
igual a1, o que contradiz o lema do bombeamento.

8. Verifique quais das linguagens dadas abaixo são regulares e quais não s̃ao. Em cada
caso justifique cuidadosamente sua resposta.
(a) {0i12i : i ≥ 1};
(b) {(01)i : i ≥ 1};
(c) {12n : n ≥ 1};
(d) {0n1m0n+m : n, m ≥ 1};
(e) {12n

: n ≥ 0};
(f) {w : w = wr ondew ∈ {0, 1}};
(g) {wxwr : w, x ∈ {0, 1}∗ \ {ε}}.

Sew é uma palavra em um alfabetoΣ ent̃aowr é a palavra obtida invertendo-se a ordem
das letras emw. Portanto se uma palavra satisfazw = wr ent̃aoé um paĺındromo.

9. Uma palavraw no alfabeto{(, )} ébalanceadase:
(a) em cada prefixo dew o número de(s ñaoé menor que o ńumero de)s e
(b) o ńumero de(s emw é igual ao ńumero de)s.

Isto é, w é balanceada se pode ser obtida a partir de uma expressão aritḿetica correta-
mente escrita pela omissão das varíaveis, ńumeros e śımbolos das operações. Mostre
que a linguagemL que consiste nas palavras balanceadas no alfabeto{(, )} nãoé regu-
lar.

10. Use o lema do bombeamento para mostrar que, se uma linguagemL cont́em uma palavra
de comprimento maior ou igual an eé aceita por um autômato finito determińıstico com
n estados, entãoL é infinita. Use isto para descrever um algoritmo que permite decidir
se a linguagem aceita por um autômato finito determińıstico dadóe ou ñao infinita.

11. SejaM um aut̂omato finito determińıstico comn estados e sejaL a linguagem aceita
porM .
(a) Use o lema do bombeamento para mostrar que seL cont́em uma palavra de com-

primento maior ou igual que2n, ent̃ao ela cont́em uma palavra de comprimento
menor que2n.

(b) Mostre queL é infinita se e somente se admite uma palavra de comprimento maior
ou igual an e menor que2n.

(c) Descreva um algoritmo baseado em (3) que, tendo como entrada um autômato finito
determińısticoM , determina seL(M) é finita ou infinita.

SUGESTÃO: Para provar (a) use o lema do bombeamento comk = 0.

12. SejaM um aut̂omato finito determińıstico comn estados e um alfabeto dem śımbolos.
(a) Use (a) para mostrar queL(M) é ñao vazia se e somente se contém uma palavra

de comprimento menor ou igual an.
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(b) Explique como isto pode ser usado para criar um algoritmo que verifica se a lin-
guagem de um autômato finito determińısticoé ou ñao vazia.

(c) Suponha que a linguagem aceita porM é vazia. Quantas são as palavras que terão
que ser testadas antes que o algoritmo de (b) possa chegar a esta conclusão? O que
isto nos diz sobre a eficiência deste algoritmo?


