4
Linguagens que n ao sao regulares

O objetivo deste cdpulo & desenvolver um étodo que nos permita mostrar que
uma dada linguagemao & regular. Nossa estégfia sef a seguinte. Em primeiro lu-
gar, mostraremos que toda linguagem regular satisfaz certa propriedade, conhecida como
propriedade do bombeamentassim, para provar que uma dada linguagerné@éregular
basta constatar quéia satisfaz esta propriedade. Igtgprovaremos que uma linguagem
naoé regular atra@s de uma demonsti@g por contradigo.

1. Propriedade do bombeamento

Comecgamos por introduzir a terminologiadica e obter uma primeira aproxindacpara
a propriedade de bombeamento das linguagens regulares.
Considere o adimatoM da figura abaixo.
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FIGURA 1

Entre as palavras aceitas por esté®mato temos:
w = 01011001.

Se considerarmos 0 caminho indexado pela palavea 01011001, vemos que inclui um
ciclo que comeca enp, e acaba emy,. Este ciclo corresponde subpalavrg = 101 de
01011001. Mais precisamente, podemos decomgpara forma
w=_0 1011001 = zyz.
—~ =
x Yy z
Observe que podemos percorrer o ciclo indexadoypefirias vezes e ainda assim obter
uma palavra qué aceita potM. Por exemplo, percorrendo o cicdorezes obtemos
;L'y?’z = 0 101 101 101 1001,
e Ve
z Yy Yy Yy z
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queé aceita poi/. De fato, podemos atremover a subpalaviadew e ainda assim con-
tinuaremos com uma palavra aceita pel®awto, neste casez: = 01001. Resumindo,
verificamos que a palavra = xyz & aceita potM e que admite uma subpalawja# e

gue pode ser removida ou repetidaias vezes sem que a palavra resultante fique fora de
L(M). Sempre que isto acontecer diremos gueuma subpalavra de queé bombével
emL(M).

Naturalmente, o ponto chaweo fato da subpalavraindexar um ciclo no grafo de
M. Na verdade, estado & alnica subpalavra bombeel dew uma vez que podemos
considerar o ciclo como comecando em qualquer um de &gtisas. Assim, se tomarmos
o inicio do ciclo como sendg,, conclimos que a subpalavid 0 tamkem & bombével;
istoé,

010(110)*01 € L(M) paratodo k > 0.

E conveniente estabelecer a Bogle bombeabilidade em um contexto mais geral que
o das linguagens regulares. Sdjauma linguagem em um alfabet® e sejaw € L.
Dizemos quey € X* & umasubpalavra dev bombével emL se

(1) y#e
(2) existemz, z € X* tais quew = zyz;
(3) zy*z € L paratoddk > 0.

A Gnica fun@o da condigo (1)& excluir o caso trivialy = € da defini§o de palavra
bombével; j (2) significa quey & subpalavra dev. Quanto a (3), o ponto crucial a
observaré que, para que sejaseja bombavel &€ preciso que seja pdssl omiti-la ou
repeti-la no interior dev tantas vezes quanto desejarnsesn que a palavra resultante
deixe de pertencer &. Para entender melhor este ponto, considere dnaatb M’ da
figura 2.

1— (1) (22) 2 (@) > (1) > () > ()
0 1 11 1

0,1

Gl
%

C

0,1

FIGURA 2

E claro que0 & uma subpalavra d&) € L(M’'). Aléem disso, podemos repetir a
subpalavrd) varias vezes e ainda assim obter uma palavrd.éhi’); de fato,1, 10, 102,
10% e 10* pertencem & (M'). Apesar disto) ndoé uma subpalavra dé bombével em
L(M'"), porque sé& > 5 enBo10* ¢ L(M’).

Permanecendo com o &mato)M’ da figura 2, vemos que

L(M') = {1,10,10%,10%,10%}.

Em particular, &o Fa nenhuma palavra dg(M’) que admita uma subpalavra borakel.

Isto nBo é surpreendente. De fato, se uma linguagem admite uma palavra que tem uma
subpalavra bomtéevel, enfioé claro que a linguagedinfinita. Ha dois pontos importantes
nesta discug® que voé rao deve esquecer:

¢ nenhuma palavra de uma linguagem finitadmite subpalavra bomaeel em
L;
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e para que uma subpalavra seja bofmfé preciso que possa ser repetiplel-
quer rtumero de vezesem que a palavra resultante saialde

2. Lema do bombeamento

Diante do que acabamos de ver, uma pergunta sédrdp maneira natural:

dada uma linguagerh, como achar uma palavra deque admita uma
subpalavra bomlael?

Em primeiro lugar, esta pergunté §az sentido sd. for infinita. Além disso, vamos

nos limitar, de agora em diantas linguagens regulares. Sendo assim, vamos supor que
L C ¥* & uma linguagem infinita que aceita por um admmato finito determirstico M

no alfabeta>.

Se conhecemaod! o problemaé facil de resolver: basta achar um ciclo éih Mas
suponha que, apesar de conhdcesabemos déf apenas que temestados. Sé@rque esta
informagoé suficiente para achar uma palavraldgue tenha uma subpalavra boratel
em L? A respost& sim, e mais uma vez trata-se apenas de achar um cicld e80 que,
como rao conhecemo’/, ndo temos uma maneira de identificar g@alste ciclo. Mesmo
assim somos capazes de saber que um tal ®aoque existir Fazemos isto recorrendo
a um prinépio que aprendemos a respeitar ainda crian¢a, quando brincamos de danca das
cadeiras.

PRINCIPIO DA CASA DO POMBO. Se, em um pombalahmais pombos que casas,
enfio dois pombosao ter que ocupar a mesmo casa.

Nossa aplica@o deste priripio depende de termos, de um lado uma linguagem
finita, de outro um admatofinito determinstico. De fato, comd. & infinita, tea palavras
de comprimento arbitrariamente grande. Em particular, podemos escolher uma palavra
cujo compriment@ muito maior que oimeron de estados d&/. Considere o caminho
indexado porw no grafo deM. ComoM temn estados ev tem muito mais do que
simbolos, este caminho tem que passar duas vezes por um mesmo estado. Mas um cam-
inho no grafo deM no qual fa estados repetidos tem que conter um ciclo. Entretanto,
ja sabemos que um ciclo no caminho indexadoparos permite determinar uma sub-
palavra bombavel dew. Com isto provamos a seguinteopriedade do bombeamendas
linguagens regulares:

SejaM um aubmato finito determirstico. Sew & uma palavra de
L(M) de comprimento maior que dimero de estados do émato,
enBow admite uma subpalavra boréhel emL(M).

O lema do bombeamento, gae principal resultado deste éago, ndo passa de uma
versio refinada da propriedade do bombeamento enunciada acima.

LEMA DO BOMBEAMENTO. SejaM um aubmato finito determiistico conn estados
e sejal a linguagem aceita pob/. Sew & uma palavra d& com comprimento maior ou
igaul an enfio existe uma decompoaig dew na formaw = zyz, onde
1) y#e
@) [zyl <m;
(3) 2y*z € L paratodok > 0.

Antes de passai demonstraip, observe que (1) e (3) nos dizem apenasgée
subpalavra dev bombével emL. A (nica novidadet a condi@o (2). Esta cond#p
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técnica permite simplificararias demonstrégs de &o regularidade, reduzindo émero
de casos que precisam ser considerados.

DEMONSTRACAO. A estraégia adotada no inio da se&o consistiu em considerar o
caminho no grafo dé/ indexado porww. Como observamos no daplo 2, istoé formal-
izado atraes da comput@p deM determinada potw.

SejaY o alfabeto deM. Enfio podemos escrevar = oy - - - 0, Ondeoy, ..., o,
sao0 elementos dE ndo necessariamente distintos. Sgj® estado inicial dé//. Temos,
enfio, uma comput&p

(q1,w) = (q1,01--0n) F (g2, 02 0n) b (qnyon) F (gnt1s€).
Observe que tan@m rio estamos supondo que o0s estagdos. . , g,,+1 sao todos distintos.
De fato, dois destes estad@srit que coincidir, porqué/ sb temn estados. Digamos que
¢; = ¢;,ondel <14 < j <n+ 1. Qualquer escolha dee j que satisfaga as condigs
acimaé suficiente para provar (1) e (3); masn(2). Para garantir (2) precisamos escolher
g; como sendo o primeiro estado que coincide com algum estado anterior. Assumindo
desde d quei e j sao inteiros entré e n + 1, precisamos fazer a seguinte diigse sobre
7
Hip 6tese:j & o menor inteiro para o qual existe: j tal queg; = g;.

Levando tudo isto em conta, podemos reescrever a confmutecforma

(Q17w) = (Q170’1 . 'O'n) F (Qia [ U7L) F* (ija'j to Un) F* ((buo'n) F (Qn+1a 6)-
O ciclo que procuramos ésidentificado pelo trecho da compléagque vai de; ag; = g;.
Isto sugere que devemos tomar

x:a’l...o'i_l’ y:Ui"'Uj—l e Z:Uj"'o-n-‘,-l-

Além disso, come < j temos que

Yy=0;"0j-1F¢,
de forma que a condip (1)é satisfeita. Usando esta ndiaga computdip fica
(qlaw) = (qlaxyz) F (qlayz) F (ijz) F (qn+la€)'
Note que, coma@; = ¢;, a palavray leva a computaio do estadg; ao estadg;. Desta
forma, repetindo ou omitindg, podemos fazer este trecho repetir-aéas vezes no inte-

rior da computa@o sem alterar o estado em que compaaermina, que continual ser
qn+1. Por exemplo, repetindpuma vez temos a palavia?z, que da lugara computago

(a1, 2y%2) F* (4, y%2) F* (45,92) = (¢1,92) F* (4, 2) F* (gnas ).
Comoxyz € L(M) por hipotese, er#oq, .1 € um estado final d&/. Portantoxy?z €
L(M). De maneira semelhantg/*z ¢ L(M) para toddk > 0, 0 que prova (3).

Falta-nos apenas explicar porque (2) vale. Mag| = j — 1. Entretantog; & o
primeiro estado que coincide com algum estado anterior. &lsi, . . ., ¢;—1 Sao todos
estados distintos. Comld temn estados, isto significa qye-1 < n. Portanto/zy| < n,
0 que completa a demonsteax;

Antes de passars aplicadesé preciso chamar a atélgpara o fato de que a fipcoca
do lema do bombeamenéofalsa. Istcé, o fato de uma linguageih conter palavras que
admitem subpalavras bon#heisndo garante qud. seja regular. Portantoané possvel
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provar regularidade usando o lema do bombeamento. Voltaremos a discutir este ponto no
exemplo 5.

3. Aplica¢ des do lema do bombeamento

O maior obshculoa aplicago do lema do bombeamento&sia interpretefo correta do
seu enunciado. Seji/ um aubmato finito determitstico comn estados. Segundo o
lema do bombeamento, dadaalquer palavraw € L(M) de comprimento maior que
existeuma subpalavrg # ¢ queé& bombével emL(M). Note que o lema&o diz que
qualquer subpalavra de &€ bombével, mas apenas qegisteuma subpalavra de queé
bombevel.

Por exemplo, considere a linguagdimno alfabeto{0} formada pelas palavras de
comprimento parE facil construir um admato finito con® estados que aceifa portanto
estaé uma linguagem regularre= 2. Vamos escolher uma palavra ele comprimento
maior que2; digamos0°. Naoé verdade que qualquer subpalavrafi@ bombéavel em
L. Por exemplo() & uma subpalavra d¥, ja que temos uma decomp@i)® = 02-0-03;
mas bombeand® obtemos

0% 0% . 03 = 0>+,
qgue rao pertence d& sek por par. De fato, para que a subpalavra seja bé@awddeem
L & preciso que tenha comprimento par. Assim, neste exemplo,ipoter escolher as
subpalavra$?, 0* ou 0% para bombear.

Tudo isto pode parecébvio. O problema que um ivel adicional de dificuldade
surge nas aplicégs, porque desejamos usar o lema para provar que uma lingnagém
regular. Imagine que temos uma linguagéra que, por alguma rap, desconfiamos que
L naoé regular. Para provar guede fatonaoé regular podemos proceder por contradic

Suponha, efdo, por contradi#o, quelL seja aceita por algum d@irhato finito deter-
ministico comn estados. De acordo com o lema do bombeamento qualquer palavia
de comprimento maior que tera que admitir uma subpalavra bonalel. Assim, para
obter uma contradép, basta achama palavra eml (0 queé uma boa nétia!) que rao
tenhanenhumasubpalavra bomldel (o qued uma na nofcia!).

Um Gltimo comenério antes de passar aos exemplos. Neste esboco de denfmstrag
por contradi@o supusemos quk é aceita por um ad@iato finito determitstico comn
estados. Entretanto, ao fazer establége @o podemos especificar um valor nemgo
paran. De fato, se escolhermes= 100, tudo o que teremos provaéoque a linguagem
nao pode ser aceita por um aatato comi00 estados. Mas nada impediria, em pfjio,
gue fosse aceita por um &atato comi01 estados. Resta-nos aplicar estas considesac
gerais em alguns exemplos concretos.

Exemplo 1.Considere a linguagem no alfabgi®} definida por
Lprimos = {0P : p & um primo positivg.

A primeira coisa a observdr que esta linguagefinfinita. Istoé uma consdigncia de
teorema provado pelo matético grego Euclides por volta de 300 a. C., segundo o qual
existem infinitos imeros primos.

Em seguida devemos considerar se seriaipelksonstruir um aw@mato finito que
aceitasse esta linguagem. Para isto, seria n@gesgle o auimato pudesse determinar se
um dado fimerop € primo ou @o. Em outras palavras, o autato teria que se certificar
guep naoé dividvel pelos inteiros positivos menores gueComo a quantidade de inteiros
menores qu@ aumenta conp, isto requer uma meania infinita; queé exatamente o que



6 Linguagens que ndo sdo regulares Capitulo 4

um aubmato finito r@o tem. Est& uma boa indicéip de queL,,;.,.s N0 & regular.
Vamos comprovar nosso palpite usando o lema do bombeamento.

Suponha, efdo, por contradio, queL,,...s € aceita por um admato finito deter-
ministico comn estados. Precisamos escolher uma palavra com comprimento maior que
emL,,im.s. Para fazer isto, basta escolher um prigne n. A exis@ncia de um tal primo
€ consegéncia imediata do teorema de Euclides mencionado acima. Por@édréayma
palavra del,,im.s de comprimento maior que.

Nestas circunéincias, o lema do bombeamento garante que existe uma decoatposic
0?7 = zyz de modo quey # ¢ & bombével emL,,;n,s. Como 0 que desejamds
contradizer esta afirmag, temos que mostrar qé nao admite nenhuma subpalavra
bombeavel. Neste exemplé facil executar esta estégfia neste grau de generalidade.
De fato, uma subpalavréan vazia qualquer de? tem que ser da form@ para algum
0 < j < ¢q. Masz e z tamkem 0 subpalavras d&; de modo que taném $io cadeias de
zeros. Tomandao; = 0¢, teremos que = 097,

Bombeanda,, conclimos que

aykz = 01(09)kQI—i=3 = gitik+(a=i=i) = ga+(k=1)j

deve pertencer &,,.;,s para todok > 0. Mas isto § pode ocorrer s + (k — 1); for
um nimero primo para todb > 0. Entretanto, tomandb = ¢ + 1, obtemos

g+ (k—1)j=q+qj=q(l+j)

que réo pode ser primo porque tanj@uantoj + 1 sAo rimeros maiores que Temos
assim uma contradip, o que confirma nossas supeitas defye.,., Naoé regular.

Note que a cond#p (2) do lema do bombeamentamfoi usada em nenhum lugar
nesta demonstrag. Como frisamos anteriormente, estama condigo £cnica que serve
para simplificar o tratamento de exemplos mais complicados, como veremos a seguir.

Exemplo 2. Nosso poximo exemplc a linguagem
L={a™b™:m >0}

no alfabeto{a, b}. Tamkem neste case facil dar um argumento hestico que nos leva a
desconfiar qué, nao pode ser regular. Lembre-se que @endto B a entrada da esquerda
para a direita. Assim, ele lertoda a seiggncia deas antes de chegar ads. Portanto, o
aubmato tem que lembrar quantesviu para poder comparar com omero dés. Mas a
mendria do audmatoé finita, e o Ha restri@es sobre a quantidade @dg&em uma palavra
delL.

Para provar qué, naoé regular vamos recorrer ao lema do bombeamento. Suponha,
por contradi@o, queL & aceita por um adimato finito determitstico comn estados. Em
seguida temos que escolher uma palavide L com comprimento maior gue digamos
quew = a™b™. Como|w| = 2n > n, tem que existir uma decompoa;

a™b" = xyz

de forma que as condies (1), (2) e (3) do lema do bombeamento sejam satisfeitas.

Mas que decomposdies dex"b" satisfazem estas condies? Dessa vez comegaremos
analisando (2), segundo a qlad| < n. Istoé, zy & um prefixo deb™ de comprimento
menor ou igual a». Comoa™b"™ comecga com letrasa, conclimos quea & o (nico
simbolo quer e y podem conter. Portanto,

r=a e y=d.
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Além disso, # 0 pela condi@o (1). & z reline o que sobrou da palawia de modo que

z=a" """,

Observe quedo ha raao pela quaty tenha que ser igual@&*, de modo que podem sobrar
algunsas emz.
Resta-nos bombegr Fazendo isto temos que

chkz _ ai . (aj)k . anfz'fjbn _ anJr(kfl)jbn7

& um elemento dé& para todok > 0. Contudoa”+(*~1Jp" sh pode pertencer & se 0s
expoentes de e b coincidirem. Pogm

n+(k—1)j=n paratodo k>0
implica quej = 0, contradizendo a condig (1) do lema do bombeamento.

Antes de passar ao@iimo exemplo condm considerar a escolha que fizemos para
a palavra de comprimento maior que Nao parece haver nada de extraoadio nesta
escolha, mas a verdadeque nem toda escolha de seria satisfdiria. Por exemplo,
assumindo que > 2, tefiamos quéa”~1b" 1| = 2n — 2 > n. Entretanto, estadmé uma
boa escolha para. A razaoé que

a7 =2y e oyl <n

nao excluem a possibilidade geconter umb. Isto nos obrigaria a considerar dois casos
separadamente, a sabgr= o’ ey = a’b, 0 que complicaria um pouco a demonsé@ag
Diante disto, podemos descrever o papel da c@ud{@) como sendo o de restringir 0s
pos$veisy. O problemaé que isto Ao se & automaticamente mas, como no exemplo
acima, depende de uma escolha adequadapara

Por sorte, na maioria dos casos, muitas escolhasupsiia posé/eis. Neste exemplo,
bastaria tomatv = a"b” comr > n. Entretanto, para algumas linguagens a escolha da
palavra requer bastante cuidado, como mostragipio exemplo.

Exemplo 3. Um argumento heistico semelhante ao usado para a linguagem anterior
sugere que
L={ad™":m>r}

nao deve ser regular. Vamos provar isto usando o lema do bombeamento.

Suponhamos, por contradig, quel seja aceita por um amnato finito determitstico
comn estados. Neste exemplo, como no anterior, uma escolhagbgara uma palavra
de comprimento maior que em L & a™b". Da condi@o (2) do lema do bombeamento
conclimos que, se"b" = zyz, enflo

r=a" e Yy = a’.
Ja condi@o (1) nos garante que# 0. Comoz = a™~*~7b", obteremos, ao bombeay
que
zyfz=a'- (aj)k LTI = gtk
Mas, para que esta palavra estejalempreciso que
n+(k—1)j>n,

donde segue qué& — 1)j > 0. Por sua vezj # 0 forca quek —1 > 0, ou seja, qué > 1.
Mas, para que seja bombavel é preciso quey*z € L para todok > 0, e rBio apenas
k > 1. Portanto, temos uma contrad@com o lema do bombeamento, o que provalque
naoé regular.
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Desta vez estivemos perto daachegar a lugar nenhum! De fato, uma conti@alic
sO é obtida porque tomando= 0,

anJr(kfl)jbn _ anfjbn

nao pertence d. Entretanto, neste exemplo, muitas escolhas aparentemente adequadas
de w nao levariam a nenhuma contra@ii; Por exemplog facil se deixar sugestionar
pelo sinal> e escolhetw = a™*1b". Esta palavra tem comprimento maior que qual-
quer decompos#p da formaz"1v" = xyz requer quer e y O tenhanmus. Entretanto,
tomando

r=d, y=d e z=a"TIp",
e bombeandg, obtemos

a:ykz _ an+1+(k71)jbn

que pertence d desde quel > (1 — k)j. Infelizmente, neste caso ist@m leva a
contradi@o nenhuma, ado ser qug > 1, e rao temos como descartar a possibilidade de
j ser exatamente.

A proxima linguagem requer uma escolha ainda mais sutil da palavra
Exemplo 4.Considere agora a linguagem
Lyy ={uu:ue{0,1}"}.

Como nos exemplos anteriorésfacil descrever um argumento hestico para justificar
porque seria de esperar qlg, ndo fosse regular, e deixaremos isto como ér&cPara
provar a o regularidade dé.. pelo lema do bombeamento, suporemos que esta lin-
guagene aceita por um a@tnato finito determitstico comn estados.

O principal problema neste cagcescolher uma palavra de comprimento maior que
n que nos permita chegar facilmente a uma contéadi@ escolha maiébviaé u = 07,
gue, infelizmente, @0 leva a nenhuma contradig, como mostra o exéoio 5. Felizmente
uma varia@o simples desta palavra se mostra adequada, a sabe0™1. Neste caso,
w = 0"10™1 tem compriment@n + 2 > n, e qualquer decomposiQ

0"10"1 = ayz
satisfaz . 4 o
r=0,y=0 e z=0""710"1
para algum > 0 ej > 1. Bombeanda, obtemos
zyFz = on Do

Para saber se esta palavra pertencedmual.,,, precisamos descobrir se pode ser escrita
na formavv para algunv € {0, 1}*. Igualando

0" +E=DI10" ] = v
conclimos quev tem que terminar erh. Como $ ha um outrol na palavra,
v =0"FkE"Di1 = 1,

Istoé,n + (k — 1)j = n. Comoj # 0, esta igualdadetsé verdadeira sé = 1. Mas
isto contradiz o lema do bombeamento, segundo ocfad deveria pertencer A,,, para
todok > 0.

Os exemplos anteriores mostram que a demor&irpelo lema do bombeamento de
gue uma certa linguagemnao é regular obedece a um padr que esbogamos abaixo:
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Suponhamos, por contradig, quel seja aceita por um abnato finito
determinstico comn estados.
e Escolha uma palavra € L, de comprimento maior que, de
modo que as possibilidades para uma decomposéia forma
w = xyz Sejam bastante limitadas.
e Bombeiey e mostre que sey*z € L enfio uma contrad#po &
obtida.

As principais dificuldades em fazer funcionar esta esgiat®o as seguintes:

e aescolha de uma palaviaadequada;
e aidentificago correta da condip que a pertiénciazy”z € L impde sobre os
dados do problema.

No exerécio 7 temos um exemplo de demons&ta@m que &rios erros foram cometidos
na aplica@o desta estragia. Resolver este exét®d pode ajud-lo a evitar os erros mais
comuns que surgem na apliéacdo lema do bombeamento.

Infelizmente o lema do bombeamento&ekinge de ser uma paréa infaivel. Para
ilustrar isto, vamos considerar mais um exemplo.

Exemplo 5. SejaL a linguagem no alfabetfa, b, c} formada pelas palavras da forma
a'b/c” para as quais, j,r > 0 e, sei = 1 enfioj = r. Mostraremos que @nica palavra
de L que rao admite uma subpalavra bonabelée.

Ha dois casos a considerar. No primeiig¢ 1 e j e r ndao §.0 ambos nulos. Neste
caso a subpalavra bonfoeléy = bsej # 0ouy = cser # 0. O segundo caso consiste
em supor qué = 1, ou quei # 1 masj = r = 0. Desta vez podemos tomgr= a como
sendo a palavra boméeel.

Como cada palavra db se encaixa em um destes dois casos, provamos que toda
palavra del. admite uma subpalavra bonéhel. Entretanto, esta linguager@ae regular.
Assim, constatamos neste exemplo que:

e aredproca do lema do bombeame@dalsa; istae, rio basta que o resultado do
lema do bombeamento seja verdadeiro para que a linguagem seja regular;

e nem sempre o lema do bombeamento basta para mostrar que uma ling@agem n
é regular.

Provaremos que a linguagem acima de fa@o @regular no cajulo ???. Para isto, &in

do lema do bombeamento, vamos precisar usar um resultado sobre a estabilidade das lin-
guagens regulares por intersgoc

4. Exercicios

1. Considere o afimato finito determitstico.M no alfabeto{0, 1}, com estado iniciaj;,
conjunto de estados finafgs, s, s } € fungo de transi&o dada pela seguinte tabela:
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610 1
q1 | 92 dgs
q2 | 96 g3
a3 | 94 Q2
q4 | 42 G5
q5 | 45 g5
de | 97 44
qr | 98 44
qs | 94 G5

(a) Esboce o diagrama de estados ddmuaito)/.

(b) Ache uma subpalavra dE0011101000 que possa ser bombeada na linguagem
L(M).

(c) Sejaw = 00. Verifique quew, w? € L(M). w & bombével emL(M)?

2. Considere a linguagemno alfabeto{0, 1} dada por
L = {10,101%0, 10120130, 101%01%01%0, . .. }.

(a) Mostre qud. & infinita mas &o admite nenhuma palavra que tenha uma subpalavra
bombével.
(b) Mostre quel naoé regular.

3. SejaM um aubmato finito determitstico e L a linguagem aceita pa¥/. Vimos que
para encontrar uma palavra Hgue coném uma subpalavra bomineel basta encontrar
um caminho no grafo d&/ que contenha um ciclo. Suponha agora cu@econhecemos
M, mas que conhecemos uma expaesegular que denotd.. De que forma podemos
usarr para achar uma palavra deque tem uma subpalavra bonavel?

4. Ache uma palavra que contenha uma subpalavra biavebea linguagem denotada pela
expresao regular

(1-1-0)-(((1-0)*-0)UD).

5. Considere a linguagem
Lyy = {uu:ue{0,1}*}.
Mostre que, tomando = 0", a palavrauu admite uma subpalavra bonéel emL,,,,.
SUGESTAO: Tome uma subpalavra de comprimento par.

6. Mostre que sd. & uma linguagem regular infinita, @t admite pelos menos uma
palavra que tem uma subpalavra boinlas.

7. Considere a linguagem
L={0*:n>0}

Determine os erros cometidos na demonsétoagbaixo de qué naoé regular. Corrija
estes erros eeduma demonstré@p correta dado regularidade dé.
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Suponha qué & aceita por um adtato finito determitstico. Sejav = 02" .
Pelo lema do bombeamento podemos decompoa formaw = zyz, onde
r=0",y=0" e z=02"""%

Bombeanda, obtemos

xykz — 02" +(k=1)s
Mas para que esta palavra pertenga@preciso que™ + (k — 1)s = 2™, 0
que $ é posével se(k — 1)s = 0. Comos # 0, conclimos quek sb pode ser
igual al, o que contradiz o lema do bombeamento.

8. Verifiqgue quais das linguagens dadas abaém regulares e quaisio 0. Em cada

10.

11.

caso justifique cuidadosamente sua resposta.
@ {0i1% i >1};

(b) {(01)" :4 > 1};

(c) {127 :n >1};

(d) {or1mont™ i n,m > 1},

(e) {1*" : n>0};

() {w:w=w" ondew € {0,1}};

Q) {wzw" : w,z € {0,1}*\ {e}}.
Sew €& uma palavra em um alfabefoenfiow” € a palavra obtida invertendo-se a ordem
das letras enw. Portanto se uma palavra satistaz= w” enfio &€ um paindromo.

. Uma palavrav no alfabeto{(, )} &balanceadsse:
(a) em cada prefixo de o numero de(s rioé menor que oidmero de)s e
(b) o nimero des emw € igual ao @mero de)s.
Isto &, w & balanceada se pode ser obtida a partir de uma e&prasisnética correta-
mente escrita pela om&s das vaéveis, rimeros e Bnbolos das operégs. Mostre
que a linguageni que consiste nas palavras balanceadas no alfébetpnaoé regu-

Use o lema do bombeamento para mostrar que, se uma lingdag@mm uma palavra
de comprimento maior ou iguakae € aceita por um adtnato finito determitstico com

n estados, e@b L & infinita. Use isto para descrever um algoritmo que permite decidir
se a linguagem aceita por um antato finito determiistico dadcé ou rao infinita.

SejaM um aubmato finito determirstico comn estados e sej& a linguagem aceita
por M.
(a) Use o lema do bombeamento para mostrar que @ném uma palavra de com-

primento maior ou igual quén, enfio ela corgm uma palavra de comprimento
menor quen.

(b) Mostre quel € infinita se e somente se admite uma palavra de comprimento maior

ou igual an e menor quén.

(c) Descreva um algoritmo baseado em (3) que, tendo como entradadmeaaifinito

determinstico M, determina sd.() & finita ou infinita.

SUGESTAO: Para provar (a) use o lema do bombeamento kem0.

12. SejaM um aubmato finito determitstico comn estados e um alfabeto desimbolos.

(a) Use (a) para mostrar qug.M) é ro vazia se e somente se éantuma palavra

de comprimento menor ou iguala
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(b) Expligue como isto pode ser usado para criar um algoritmo que verifica se a lin-
guagem de um adinato finito determirsticoé ou réo vazia.

(c) Suponha que a linguagem aceita pdré vazia. Quantasae as palavras que &y
que ser testadas antes que o algoritmo de (b) possa chegar a estadothClugie
isto nos diz sobre a efisncia deste algoritmo?



